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A B S T R A C T
T h e  s u m  r u l e  c a l c u l a t i o n s  of  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  f o r  d ip o le  
t r a n s i t i o n s  in  t h e  N u c l e a r  P h o t o e f f e c t  a s s u m i n g  tw o  b o d y  c e n t r a l  f o r c e s  
of  M a j o r a n a  t y p e  h a v e  b e e n  g e n e r a l i z e d  t o  i n c l u d e  tw o  b o d y  c e n t r a l  p lu s  
t e n s o r  f o r c e s  c o n t a i n i n g  M a j o r a n a  a n d  H e i s e n b e r g  ty p e  e x c h a n g e  o p e r a ­
t o r s ,  b u t  t h e  e f f e c t s  of  r e t a r d a t i o n  h a v e  b e e n  n e g l e c t e d  In C h a p t e r  II, 
e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  d ip o le  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c ­
t i o n  cr~L = ( dW a n d  the  c r o s s  s e c t i o n  i n t e g r a t e d  o v e r  p h o to n  e n e r g y
b J W
<T~ . = \(7"dW h a v e  b e e n  d e r i v e d ,  i n t  )
In C h a p t e r  III, th e  f o r m u l a e  d e v e l o p e d  in  C h a p t e r  II, h a v e  b e e n  
a p p l i e d  to  c a l c u l a t e  CT*̂  a n d  < ^ n t  f ° r  th e  d e u t e r o n  p h o t o e f f e c t  a n d  c o m p a r i ­
s o n s  w i th  L e v i n g e r ' s  c a l c u l a t i o n s  a n d  w i th  e x p e r i m e n t s  h a v e  b e e n  m a d e .  
E x p r e s s i o n s  f o r  a n d  ^~in  ̂ t ° r  t h e  m a g n e t i c  d ip o le  t r a n s i t i o n s  h a v e  
b e e n  d e r i v e d  f r o m  f i r s t  p r i n c i p l e s  An a n a l y t i c  r e s u l t  i s  d e r i v e d  f o r
th e  e l e c t r i c  d ip o le  c o n t r i b u t i o n  to  t h e  d e u t e r o n  p h o t o e f f e c t  c r o s s  s e c t i o n ,
- 2f o r  a  c e n t r a l  S e r b e r  f o r c e  c o n t a i n i n g  a n  r  r e p u l s i v e  c o r e  a n d  h a s  b e e n  
c o m p a r e d  w i th  th e  B e t h e - P e i e r l s  c a l c u l a t i o n s .
In C h a p t e r  IV ,  e x p r e s s i o n s  f o r  a n d  h a v e  b e e n  d e r i v e d
■a 3
f o r  H a n d  He u s in g  I r v i n g ' s  w ave  f u n c t i o n  f o r  th e  t h r e e  b o d y  s y s t e m  
a n d  a s s u m i n g  o n ly  tw o  b o d y  c e n t r a l  H e i s e n b e r g  p lu s  M a j o r a n a  e x c h a n g e
f o r c e s .  On a s s u m i n g  c h a r g e  i n d e p e n d e n c e  i t  is  fo u n d  t h a t  ^  (H^)  =
3 3 3c { H e  ) a n d  (H ) = ^ n t  (He )■ ^ o  c o m p a r i s o n  w i th  e x p e r i m e n t s
h a s  b e e n  m a d e  due  to  Lack of e x p e r i m e n t a l  d a t a
In  C h a p t e r  V, o~ l  a n ^  cr~ a r e  c a l c u l a t e d  f o r  H e l i u m  u s i n g
b  m t
I r v i n g ' s  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t e n s o r  f o r c e .  T h e  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  
w i t h  v a l u e s  fo u n d  f r o m  th e  e x p e r i m e n t s  of d e S a u s s u r e  a n d  O s b o r n e ,  
S m i t h  a n d  B a r t o n ,  F u l l e r ,  a n d  H a l p e r n  e t  a l .  T h e  lo w  t h e o r e t i c a l  v a lu e  
f o r  <j-^ m a y  b e  r e l a t e d  t o  th e  s m a l l  r o o t  m e a n  s q u a r e  r a d i u s  of  t h e  a l p h a  
p a r t i c l e  g i v e n  b y  I r v i n g ' s  w a v e  f u n c t io n .
C H A P T E R  I 
I N T R O D U C T I O N
In th e  t h e o r y  of  a t o m i c  s t r u c t u r e ,  we d e a l  w i t h  e l e c t r i c  p r o p e r ­
t i e s  of  n u c l e u s  a n d  e l e c t r o n s ,  a n d  we t h e r e f o r e  kn o w  t h e  f o r c e s  a c t i n g  b e ­
t w e e n  t h e m .  T h e  p r o b l e m  of a t o m i c  p h y s i c s  h a s  t h e r e f o r e  n o t  b e e n  to  
d e t e r m i n e  th e  f o r c e s  b e t w e e n  a t o m i c  p a r t i c l e s  b u t  t o  f in d  ou t  how e l e c t r o n s  
m o v e  if  s u b j e c t e d  t o  a  k n o w n  f o r c e .  S u c h  a  p r o b l e m  h a s  b e e n  s o l v e d  in 
p r i n c i p l e  b y  a p p l y i n g  q u a n t u m  t h e o r y .
O n th e  o t h e r  h a n d ,  in  n u c l e a r  t h e o r y ,  th o u g h  we h a v e  c o n f i d e n c e  
t h a t  th e  q u a n t u m  t h e o r y  h o l d s ,  we do no t  k now  th e  f o r c e s  b e t w e e n  th e  
n u c l e a r  p a r t i c l e s  w i th  th e  e x c e p t i o n  of t h e  C o u l o m b  r e p u l s i o n  b e t w e e n  
th e  p r o t o n s  in  th e  n u c l e u s .  T h e r e  a r e  tw o  w a y s  in  w h i c h  one  c a n  o b t a i n  
a  c o n s i s t e n t  p i c t u r e  of the  s t r u c t u r e  of th e  a t o m i c  n u c l e u s  One of t h e s e  
is  the  s t ’-ly >i the  e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s ,  t h e i r  p r o p e r t i e s  a n d  m u t u a l  
i n t e r a c t i o n s ,  a n d  t h e i r  i n t e r a c t i o n  w i th  th e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  T h e  
o t h e r  w a y  c o n s i s t s  in g a i n i n g ,  by d i r e c t  e x p e r i m e n t a t i o n ,  a s  m a n y  d a t a  
a s  p o s s i b l e  f o r  i n d i v i d u a l  n u c l e i ,  a n d  e x a m i n i n g  the  r e l a t i o n  a m o n g  t h e s e  
d a t a .  One e x p e c t s  to  o b t a in  a  n e t w o r k  of c o r r e l a t i o n s  a n d  c o n n e c t i o n s ,  
w h i c h  i n d i c a t e  s o m e  k n o w le d g e  of n u c l e a r  s t r u c t u r e  a n d  n u c l e a r  f o r c e s .  
T h e s e  tw o  w a y s  h a v e  not  yet  m e t  to  e s t a b l i s h  a  c o m p l e t e  u n d e r s t a n d i n g  
oi the  n u c l e u s ,  a l t h o u g h  m a n y  c o n n e c t i o n s  h a v e  b e e n  found.
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T h e  n o t i o n  t h a t  n u c l e a r  f o r c e s  c a n  b e  d e s c r i b e d  b y  a  tw o  b o d y  
i n t e r a c t i o n ,  h a s  l e d  to  a  d e t a i l e d  s t u d y  of t h e  tw o  b o d y  p r o b l e m  t h e o r e t i ­
c a l l y  a s  w e l l  a s  e x p e r i m e n t a l l y .  S e v e r a l  p h y s i c i s t s  h a v e  c a r r i e d  o u t  e x ­
p e r i m e n t s  on  n u c l e o n - n u c l e o n  s c a t t e r i n g  a n d  d e d u c e d  p h a s e  s h i f t s  a s  
f u n c t i o n s  of  e n e r g y  f r o m  t h e s e  s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t s ,  b u t  s o  f a r  i t  h a s  
n o t  b e e n  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  t h e s e  p h a s e  s h i f t s  f r o m  a  w e l l  d e f i n e d  p o t e n t i a l .  
I t i s  t h e r e f o r e  h a r d  t o  a p p l y  t h i s  k n o w l e d g e  to  n u c l e i  w h i c h  a r e  s o  d i f f e r e n t  
f r o m  f r e e  a n d  i s o l a t e d  n u c l e o n s .
A t h e o r e t i c a l  s t u d y  of th e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of  th e  d e u t e r o n  
h a s  b e e n  c a r r i e d  o u t  b y  m a n y  a u t h o r s ,  e . g .  , B e t h e  a n d  P e i e r l s  (3 5 ) ,  
L e v i n g e r  (4 9 ) ,  S c h i f f  (5 0 )  M a r s h a l l  a n d  G u t h  (5 0 ) ,  A u s t e r n  (53 )  a n d  i t  
i s  f o u n d  t h a t  th e  t h e o r y  g i v e s  a  r e a s o n a b l e  d e s c r i p t i o n  o f  th e  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  f o r  K - r a y s  of e n e r g i e s  b e l o w  20 M e v .  A l t h o u g h  th e  e l e c t r o ­
m a g n e t i c  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  f i e l d  a n d  c h a r g e  c u r r e n t  i s  c o m p l e t e l y  
k n o w n ,  y e t  in  th e  c a s e  of n u c l e i  h e a v i e r  t h a n  t h e  d e u t e r o n ,  t h e r e  is  no 
t h e o r y  of c o m p a r a b l e  e x a c t n e s s .  T h i s  i s  b e c a u s e  of th e  c o m p l e x  c h a r a c ­
t e r  of  the  c h a r g e - c u r r e n t  v e c t o r  w i th in  n u c l e i ,  w h ic h  t u r n s  o u t  t o  d e p e n d  
on  th e  f in e  d e t a i l  of n u c l e o n  m o t i o n .  E v e n  i f  t h e  b a s i c  n u c l e a r  i n t e r a c t i o n s  
w e r e  k n o w n ,  th e  m a n y  b o d y  p r o b l e m  is  b e s e t  w i t h  v e r y  g r e a t  m a t h e m a t i c a l  
d i f f i c u l t i e s .
T h e  p r o b l e m  of u n r a v e l i n g  th e  s t r u c t u r a l  a n d  d y n a m i c a l  p r o p e r ­
t i e s  of n u c l e a r  s y s t e m s  t h r o u g h  the s t u d y  of t h e i r  i n t e r a c t i o n  w i th  
e l e c t r o m a g n e t i c  r a d i a t i o n  h a s  p r o v e d  d i f f i c u l t  f o r  tw o  r e a s o n s .  F i r s t l y ,
3
t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  i n t e r a c t i o n s  of n u c l e o n s  a r e  i n s e p a r a b l e  f r o m  t h e i r  
m e s o n i c  i n t e r a c t i o n s ,  a n d  a s  we a r e  n o t  i n  p o s s e s s i o n  of a  s a t i s f a c t o r y  
m e s o n  t h e o r y ,  w e  do  n o t  k n o w  t h e  p r e c i s e  f o r m  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  of  a  
n u c l e a r  s y s t e m  w i th  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .  S e c o n d l y ,  we do no t  h a v e  
v e r y  s a t i s f a c t o r y  m o d e l s  of n u c l e a r  s t r u c t u r e  on w h i c h  we c a n  b a s e  q u a n t i ­
t a t i v e  c a l c u l a t i o n s .  Q u a n t u m  m e c h a n i c a l l y  s p e a k i n g ,  we  l a c k  r e a s o n a b l y  
g o o d  w a v e  f u n c t i o n s  t o  r e p r e s e n t  th e  i n i t i a l  a n d  f i n a l  s t a t e s  of  t h e  n u c l e a r  
s y s t e m  n e e d e d  to  c a l c u l a t e  r a d i a t i v e  t r a n s i t i o n  p r o b a b i l i t i e s  a n d  a l s o  l a c k  
a  k n o w l e d g e  of  t h e  p r o p e r  i n t e r a c t i o n  H a m i l t o n i a n  to  b e  e m p l o y e d  in  c a l ­
c u l a t i n g  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  s u c h  t r a n s i t i o n s .  T h e  i n t e r a c t i o n  
p r o b l e m  w a s  f i r s t  s t u d i e d  b y  S i e g e r t  ( 3 7 ) .  S i e g e r t  s h o w e d  t h a t  f o r  d ip o le  
t r a n s i t i o n s  a n d  l a r g e  p h o to n  w a v e  l e n g t h s
H e r e  p i s  the  c o m p o n e n t  of  th e  m o m e n t u m  a n d  2  i s  t h e  c o m p o n e n t  of th e  
d i s p l a c e m e n t  a l o n g  th e  e l e c t r i c  v e c t o r  of t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e ld .  cOon
of g a u g e  i n v a r i a n c e  b y  S a c h s  a n d  A u s t e r n  (51)  a n d  m o r e  r e c e n t l y  b y  
F o l d y  (5 3 ) .  The  a r g u m e n t  r u n s  t h a t  s p a c e  e x c h a n g e  f o r c e s  b e t w e e n  
n e u t r o n s  a n d  p r o t o n s  i m p l y  th e  e x i s t e n c e  of a  c u r r e n t  of  c h a r g e d  p a r t i c l e s  
b e t w e e n  th e  n u c l e o n s .  T h e  c o m p l e t e  c a l c u l a t i o n  of th e  d ip o le  m a t r i x  e l e ­
m e n t  s h o u l d  i n v o l v e  th e  s u m  of n u c l e o n  a n d  p io n  c u r r e n t s .  B u t  the  
n u c l e o n s  a r e  t h e  s o u r c e  of  th e  p io n  c u r r e n t ,  w h i c h  m a k e s  i t  p o s s i b l e  to
i s  t h e  d i f f e r e n c e  of e n e r g i e s  E n - E Q d i v i d e d  b y  "K .
S i e g e r t ’s w o r k  h a s  b e e n  g e n e r a l i z e d  a n d  b a s e d  on  th e  p r i n c i p l e
4
r e l a t e  t h i s  t o t a l  c u r r e n t  t o  t h e  n u c l e o n  p o s i t i o n  a l o n e ,  g i v in g  2 1  -2.
i 1
f o r  t h e  s u m  o v e r  a l l  p r o t o n s .
S a c h s  a n d  A u s t e r n  s h o w e d  t h a t  t h i s  s a m e  a r g u m e n t  a p p l i e d  t o  
a l l  e l e c t r i c  m u l t i p o l e  m a t r i x  e l e m e n t s  i n  t h e  l o n g  w a v e l e n g t h  l i m i t ,  
w h e r e  t h e  p h o t o n  i n t e r a c t s  w i t h  t h e  t o t a l  c u r r e n t ,  w i t h o u t  s e p a r a t i n g  i t  
i n t o  n u c l e o m c  a n d  m e s o n i c  c o m p o n e n t s .  H o w e v e r ,  e x c h a n g e  c u r r e n t s  
g iv e  s m a l l  c o n t r i b u t i o n s  t o  m a g n e t i c  m u l t i p o l e  m a t r i x  e l e m e n t s .  F o l d y  
h a s  c o n s i d e r e d  th e  p o s s i b i l i t y  t h a t  th e  n u c l e o n  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  s h o u l d  
b e  r e g a r d e d  a s  s p r e a d  o u t  o v e r  a  s m a l l  v o l u m e  a n d  d e p e n d s  on c o o r d i ­
n a t e s  of  p a i r s  of n u c l e o n s ,  c r e a t i n g  a  m o d i f i c a t i o n  of  S i e g e r t ' s  t h e o r e m  
e v e n  in  th e  long  w a v e l e n g t h  l i m i t .  Unti l  m e s o n - t h e o r e t i c  c a l c u l a t i o n s  
c a n  be  m a d e  c o r r e c t l y ,  one  m u s t  u s e  a  p h e n o m e n o l o g i c a l  t h e o r y  f o r  
n u c l e i .  A p h e n o m e n o l o g i c a l  t h e o r y  c a n n o t  b e  r i g o r o u s l y  j u s t i f i e d ,  s o  
in  th e  f o l l o w in g ,  we s h a l l  t a k e  t h e  s i m p l e s t  a v a i l a b l e ,  i . e .  , S i e g e r t ' s  
t h e o r e m ,  a s  g e n e r a l i z e d  b y  S a c h s  t o  a l l  e l e c t r i c  m u l t i p o l e s .  We w o u l d  
l i k e  to  m e n t i o n  a t  t h i s  p o in t  t h a t  i t  h a s  b e e n  s h o w n  b y  M i l l e r  a n d  
R o s e n f e l d  (43)  t h a t  th e  c o n t r i b u t i o n s  of v i r t u a l  m e s o n s  to  th e  e l e c t r i c  
d ip o le  a n d  e l e c t r i c  q u a d r u p o l e  m o m e n t  o p e r a t o r s  of t h e  tw o  n u c l e o n  
s y s t e m s  a r e  z e r o  t h r o u g h  t e r m s  of o r d e r  vn u c ie o n / c .  A  s i m i l a r  e l i m i ­
n a t i o n  of t h e  m e s o n  f i e l d  f r o m  th e  m a g n e t i c  d i p o l e  t r a n s i t i o n s  c a n n o t  b e  
m a d e ,  s i n c e  i t  i s  t h e  m e s o n  c h a r g e  d e n s i t y  a n d  n o t  th e  m e s o n  c u r r e n t  
d e n s i t y  t h a t  i s  a p p r o x i m a t e l y  z e r o .
T w o  m e t h o d s  h a v e  b e e n  u s e d  to  c a l c u l a t e  t h e  p h o to n  a b s o r p t i o n
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c r o s s  s e c t i o n  f o r  n u c l e i .  F i r s t ,  t h e  d i p o l e  m a t r i x  e l e m e n t  c a n  b e  c a l ­
c u l a t e d  f o r  a b s o r p t i o n  of  p h o t o n s  of  v a r i o u s  e n e r g i e s  i f  e x p l i c i t  a s s u m p ­
t i o n s  a r e  m a d e  a s  t o  b o t h  t h e  g r o u n d  s t a t e  w a v e  f u n c t i o n  a n d  t h e  e x c i t e d  
s t a t e  w a v e  f u n c t i o n .
A  s e c o n d  m e t h o d  m a k e s  u s e  of  s u m  r u l e s ,  a n d  i n v o l v e s  k n o w ­
l e d g e  o n l y  of t h e  n u c l e a r  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e .  It m a y  
s e e m  s u r p r i s i n g  t h a t  one  w a v e  f u n c t i o n  a l o n e  s h o u l d  b e  s u f f i c i e n t  to  
d e t e r m i n e  v e r y  m u c h  a b o u t  t h e  p h o t o n  a b s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n .  B u t  
w e  c a n  a r g u e  a s  fo l l o w s :  t h e  g r o u n d  s t a t e  w a v e  f u n c t i o n  i s  a  s o l u t i o n
of  S c h r t f d i n g e r ’s e q u a t i o n  a n d  t h i s  t o g e t h e r  w i t h  t h e  e n e r g y  e i g e n v a l u e ,  
d e t e r m i n e s  t h e  p o t e n t i a l .  S c h r b d i n g e r ' s  e q u a t i o n  c o u l d  t h e n  i n  p r i n c i p l e  
b e  s o l v e d ,  f o r  t h i s  p o t e n t i a l  f o r  t h e  w a v e  f u n c t i o n s  of  t h e  v a r i o u s  e x c i t e d  
s t a t e s .  T h u s  t h e  s u m  r u l e  i n v o l v e s  n o  n e w  p h y s i c a l  a s s u m p t i o n s .  H o w ­
e v e r ,  p o t e n t i a l s  t h a t  do  n o t  c o m m u t e  w i t h  p o s i t i o n  w i l l  in  g e n e r a l  b e  d i f ­
f e r e n t  f o r  t h e  e x c i t e d  s t a t e s  t h a n  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e .  We c a n  s t i l l  u s e  
t h e  s u m  r u l e  m e t h o d  b u t  t h e  r e s u l t s  a r e  c h a n g e d  b y  a n  a m o u n t  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  e x c h a n g e  f o r c e .
T o  e x p l a i n  t h e  m a x i m u m  c r o s s  s e c t i o n s  a t  s i m i l a r  e n e r g i e s  in  
p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  p r o c e s s e s  of n u c l e i ,  G o l d h a b e r  a n d  T e l l e r  ( 1 9 4 8 )  
p o s t u l a t e d  a n  o r d e r e d  d ip o le  v i b r a t i o n  in  t h e  n u c l e u s .  It w a s  a s s u m e d  
t h a t  th e  y - r a y s  e x c i t e  a  m o t i o n  in  w h i c h  t h e  b u l k  of  th e  p r o t o n s  m o v e  in  
on e  d i r e c t i o n  w h i l e  th e  n e u t r o n s  m o v e  in  t h e  o t h e r .  S u c h  a  v i b r a t i o n  
w o u l d  h a v e  a  h i g h  f r e q u e n c y  a s  t h e  p r o t o n s  w o u l d  h a v e  to  b e  s e p a r a t e d
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f r o m  th e  n e u t r o n e  to  w h i c h  t h e y  a r e  t i g h t l y  b o u n d .  T h e  b r e a d t h  of  t h e  
r e s o n a n c e s  w a s  c o n s i d e r e d  a s  du e  to  t h e  t r a n s f e r  of  e n e r g y  f r o m  th e  
o r d e r e d  v i b r a t i o n  b y  c o u p l i n g  w i t h  o t h e r  m o d e s  of  n u c l e a r  m o t i o n ,  i . e .  , 
a  p r o c e s s  a n a l o g o u s  t o  d a m p i n g  b y  f r i c t i o n .
S e v e r a l  m o d e s  c a n  b e  s e t  u p  b u t  t h e  c a l c u l a t i o n s  w e r e  m a d e  f o r  
t h e  c a s e  w h e r e  th e  p r o t o n s  a n d  n e u t r o n s  a r e  a s s u m e d  to  b e h a v e  a s  tw o  
i n t e r p e n e t r a t i n g ,  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d s  s u f f e r i n g  r e l a t i v e  d i s p l a c e m e n t ,  
s o  t h a t  a t  t h e  n u c l e a r  s u r f a c e ,  t h e y  no  l o n g e r  o v e r l a p .  T h e  t o t a l  r e s t o r ­
in g  f o r c e  i s  t h e n  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s u r f a c e  a r e a  ( i . e .  R ^ ) .
M a k in g  t h e  a d d i t i o n a l  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n  t h a t  N = Z = .
t h e  r e s o n a n c e  f r e q u e n c y  i s  f o u n d  t o  b e .
= 40  A _ 1 / 6  M e v .o
a n d  th e  i n t e g r a t e d  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n  f o r  n u c l e a r  Y - r a y  a b s o r p t i o n
J o - d w  = 0.  015 A M e v . - b a r n  
W i th o u t  m a k i n g  a n y  s p e c i f i c  a s s u m p t i o n s  a b o u t  a  n u c l e a r  m o d e l ,  
F e e n b e r g  ( 3 6 ) ,  S i e g e r t  (37)  a n d  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  (1950)  h a v e  c a l c u l a t e d  
t b e  t o t a l  i n t e g r a t e d  c r o s s  s e c t i o n  f o r  p h o to n  a b s o r p t i o n  b y  a p p l y i n g  t h e  
s u m  r u l e  f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s .
F o r  o r d i n a r y  f o r c e s ,  t h e  i n t e g r a t e d  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n  f o r  e l e c t r i c
d ip o le  a b s o r p t i o n  i s .
r ° °  N Z
I a -  o lW  = 0. 060  ~j£~ M e v .  - b a r n
A
w h i c h  f o r  N * Z = —— r e d u c e s  t o  G o l d h a b e r - T e l l e r  r e s u l t  0.  015 A M e v .  - 
b a r n .  F e e n b e r g  (3 6 )  a n d  S i e g e r t  (37)  h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  s u m  r u l e s  a r e  
m o d i f i e d  f o r  M a j o r a n a  e x c h a n g e  f o r c e s ,  a n d  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  p u t  i n  t h e
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f r a c t i o n  o f  t h e  n e u t r o n  p r o t o n  e x c h a n g e  f o r c e  (x) a s  a  p a r a m e t e r  in  t h e  
c a l c u l a t i o n .  T h e n ,  u s i n g  t h e  H a r t r e e  a p p r o x i m a t i o n  of a  s i n g l e  n u c l e o n  
m o v i n g  in  t h e  p o t e n t i a l  due t o  t h e  a v e r a g e  p o s i t i o n s  of  a l l  o t h e r s  ( i . e .  , 
a s s u m i n g  n o  c o r r e l a t i o n  e f f e c t s  b e t w e e n  n u c l e o n s ) ,  n e g l e c t i n g  s u r f a c e  
e f f e c t s  a n d  c o n s i d e r i n g  t h e  c a s e  of  p u r e  c e n t r a l  f o r c e s  o n ly ,  t h e y  c a l c u l a t e  
t h e  r e s u l t s  f r o m  t h e  d i p o l e  s u m  r u l e s  f o r  b o t h  s q u a r e  a n d  Y u k a w a  w e l l s  
f o r  t h e  n e u t r o n - p r o t o n  p o t e n t i a l .
a n d  i n c l u d i n g  th e  e f f e c t  of  th e  e x c h a n g e  o p e r a t o r  w i t h  i n t e r f e r e n c e ,  t h e  r e ­
s u l t  o b t a i n e d  i s .
T h e  h ig h  e n e r g y  n - p  s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t s  ( C h r i s t i a n  a n d  H a r t  (1 9 5 0 )  ) 
i n d i c a t e  a  v a l u e  f o r  x  o f  a b o u t  1 / 2 ;  t h o u g h  t h e  s a t u r a t i o n  of  n u c l e a r  f o r c e s  
a n d  s h e l l  s t r u c t u r e  i n  l i g h t  n u c l e i  g i v e s  x  = 0. 8 ( I n g l i s  (53)  ).
d i p o l e ,  e l e c t r i c  q u a d r u p o l e  a n d  m a g n e t i c  d i p o l e  t r a n s i t i o n s  f r o m  f i r s t  
p r i n c i p l e s  a n d  h a v e  e x t e n d e d  th e  w o r k  of L e v i n g e r  a n d  B e t h e  t o  i n c l u d e  
n o n - c e n t r a l  f o r c e s  of t h e  Y u k a w a  t y p e .  T h e s e  n o n - c e n t r a l  f o r c e s  a l s o  
i n c l u d e  B a r t l e t t  a n d  H e i s e n b e r g  e x c h a n g e  o p e r a t o r s  a s  w e l l  a s  t h e  M a j o r a n a  
e x c h a n g e  o p e r a t o r  c o n s i d e r e d  b y  L e v i n g e r  a n d  B e t h e .
C h a p t e r  II t o  th e  d e u t e r o n  p r o b l e m  a n d  c o m p a r e d  th e  r e s u l t s  w i t h  e x ­
p e r i m e n t s .  We f i n d  t h a t  t h e  t e n s o r  f o r c e s  h a v e  v e r y  l i t t l e  e f f e c t  o n  th e
i / J  . 1 3
F o r  a  s q u a r e  w e l l ,  a  n u c l e a r  r a d i u s  of  r  = 1. 5 A -f (f  -  10 c m )
(1 + 0. 8 x )  M e v .  - b a r n
In  C h a p t e r  II, we h a v e  d e v e l o p e d  t h e  b a s i c  f o r m u l a e  f o r  e l e c t r i c
In C h a p t e r  I II ,  we h a v e  a p p l i e d  t h e  f o r m u l a e  d e v e l o p e d  in
d ip o le  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d t h o u g h
t h e y  i n c r e a s e  t h e  i n t e g r a t e d  c r o s s  s e c t i o n  4 W  b y  a b o u t  7 p e r ­
c e n t .  We d e r i v e  a n d  o r  ^   ̂ ( M - l  a n d  E - l  d e n o t e  m a g n e t i c  a n d
e l e c t r i c  d i p o l e s  r e s p e c t i v e l y )  f r o m  f i r s t  p r i n c i p l e s  f o r  c e n t r a l  f o r c e s ,  a n d  
s h o w  t h a t  f o r  t h e  n o n - c e n t r a l  f o r c e s  d o e s  n o t  c h a n g e .  In  t h e  l a s t
s e c t i o n  of  t h i s  c h a p t e r ,  w e  c a l c u l a t e  a n  a n a l y t i c  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e l e c t r i c  
d i p o l e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  d e u t e r o n  p h o t o e f f e c t  c r o s s  s e c t i o n ,  f o r  a  c e n t r a l  
S e r b e r  f o r c e  c o n t a i n i n g  a n  r  ^ r e p u l s i v e  c o r e .  T h e  f o r m  of th e  w a v e
f u n c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  p o t e n t i a l  i s  a l s o  g i v e n  a n d  h a s  b e e n  u s e d
E - l  E - lt o  c a l c u l a t e  C7"L a n d  e r r   ̂b m t
In  C h a p t e r  IV, we  c a l c u l a t e  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  tw o  m o m e n t s  
f o r  t h e  t h r e e  b o d y  p r o b l e m  u s i n g  s p i n  d e p e n d e n t  c e n t r a l  f o r c e s  a n d  
I r v i n g ' s  (51)  w a v e  f u n c t i o n .  We f in d  t h a t  d u e  t o  c h a r g e  i n d e p e n d e n c e
= o - b E _ 1 ( H e 3 )
1Bd ° “i n t E " 1<H 3 >'‘ 'T n tE l ( H ' 3 ) -
__ E — 1 E — 1C h a p t e r  V c o n t a i n s  a n  e v a l u a t i o n  o f <T~̂  a n d  *o r  t h e
h e l i u m  n u c l e u s  a n d  a  c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t s .  We h a v e  c a l c u l a t e d  
t h e s e  q u a n t i t i e s  u s i n g  I r v i n g ' s  (5 1 ,  53)  w a v e  f u n c t i o n s  f o r  c e n t r a l  a n d  n o n ­
c e n t r a l  f o r c e s .  We h a v e  c o m p a r e d  th e  s i z e  o f  t h e  a l p h a  p a r t i c l e  o b t a i n e d  
f r o m  t h e s e  w a v e  f u n c t i o n s  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  of  H o f s t a d t e r  (56 )  
f o r  t h e  r o o t  m e a n  s q u a r e  ( r m s )  r a d i u s  a n d  f i n d  t h a t  th e  r m s  r a d i u s  i s  
m u c h  s m a l l e r  t h a n  th e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e .  We h a v e  a s  a  s o l u t i o n  s u g ­
g e s t e d  th e  i n c l u s i o n  of a  r e p u l s i v e  c o r e  i n  th e  w a v e  f u n c t i o n  to  i n c r e a s e
E - l
th e  r m s  r a d i u s .  We h a v e  l e f t  t h e  r e s u l t  in  t e r m s  of x  a n d  y
( th e  f r a c t i o n s  of  M a j o r a n a  a n d  H e i s e n b e r g  e x c h a n g e  f o r c e s ) .
C H A P T E R  II
BA SIC  F O R M A L I S M
T h e  O s c i l l a t o r  S t r e n g t h
T h e  c r o s s  s e c t i o n  f o r  t h e  a b s o r p t i o n  o f  p h o t o n s  b y  b o u n d  c h a r g e d  
p a r t i c l e s  c a n  b e  c a l c u l a t e d  t r e a t i n g  t h e  p h o t o n s  a s  a  c l a s s i c a l  e l e c t r o m a g *  
n e t i c  f i e l d  a n d  a p p l y i n g  t i m e  * d e p e n d e n t  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y .  S u c h  a  t h e o r y  
w i l l  a c c o u n t  f o r  a b s o r p t i o n ,  b u t  n o t  f o r  e m i s s i o n .  We s h a l l  f i r s t  p r e s e n t  
t h e  c a l c u l a t i o n  f o r  e l e c t r i c  d i p o l e  a b s o r p t i o n  f r o m  g r o u n d  s t a t e  'O '  t o  e x ­
c i t e d  d i s c r e t e  s t a t e  'n '  ( s e e  f o r  e x a m p l e  M o t t  a n d  S n e d d o n ,  S e c .  4 6 .  1).
. * 2T h e  p r o b a b i l i t y  \ C n( t ) |  t h a t  a f t e r  t i m e  ' t 1 t h e  s y s t e m  h a s
m a d e  a  t r a n s i t i o n  f r o m  s t a t e  'O '  t o  s t a t e  ' n 1, i s
| C „<‘ > \ 2 = |  - ^  \ l  ® ° i "t ' ‘ ' l ] o n d t ' | 2 <2 ' l >
H e r e  the a n g u l a r  f r e q u e n c y  =( ^ n ~ ^ o ) ^ > *  an<* t *ie P«r t u r b a t i o n  H due
t o  a  s p a t i a l l y  c o n s t a n t  e l e c t r i c  f i e l d  of  a m p l i t u d e  E  a c t i n g  on a  p a r t i c l e
a l o n g  th e  p o s i t i v e  2  a x i s  i s
H '  ( r ,  t 1) = - e  E  Z c o s c o t 1 . (2.2)1
T h e  m a t r i x  e l e m e n t  I H '  ( r ,  t ') l i s  f o u n d  b y  s p a t i a l  i n t e g r a t i o n .i— j  on
[ h * ( r ,  t ' ) l  = - e E c o s  t o t '  *  E c ° i o > t ' ( ,t l 1 l A '  ( 2 . 3 )l  j  on on J
w h e r e  "S r  i s  t h e  a t o m i c  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  s t a t e  ’O 1 a n d  f o r  t h e  © ' n
s t a t e  ' n 1.
I n s e r t i n g  t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  of  H T i n t o  E q n .  (2 .  1) a n d  c a r r y i n g
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o u t  t h e  i n t e g r a t i o n ,  we  g e t
, 2
( “ on" “  I2 T i T T w
Bin t / 2  Bin2 (o»
«■ ~ *   ° n  4ca)t/ 2l
+ « ) z  Jon
( 2 . 4 )
A t  r e s o n a n c e  o n l y  t h e  f i r s t  t e r m  i n  t h e  p a r e n t h e s i s  i s  of  i m p o r ­
t a n c e  , b u t  i t  g i v e s  t h e  t r a n s i t i o n  r a t e  t o  s t a t e  ' n 1 a s  p r o p o r t i o n a l  t o  ' t ' .  
In  o r d e r  t o  o b t a i n  a  s e n s i b l e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p r o b a b i l i t y  of  f in d in g  th e  
e l e c t r o n  in  e x c i t e d  s t a t e ' n ' ,  we i n t e g r a t e  t h e  p r o b a b i l i t y  a m p l i t u d e  o v e r
a  l i n e  of  s p e c t r u m  of  1 CO ' a n d  o b t a i n
2
on
Cn ( t ) |  d u  = e 2E2 \ a on| (2.5)
w h i c h  g i v e s  t h e  t r a n s i t i o n  r a t e  i n d e p e n d e n t  of ' t 1 a s  e x p e c t e d .
We n o w  i n t r o d u c e  th e  i n t e g r a t e d  a b s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n  (To n  f o r
a  s i n g l e  t r a n s i t i o n  in  a n  a t o m .
= .f ( t r a n s i t i o n / s e e ) d  <̂ >
p h 0 t0n / c m 2 BBC <2 ' 6 »
We e v a l u a t e  t h e  d e n o m i n a t o r  f r o m  th e  c l a s s i c a l  P p y n t i n g  v e c t o r  
£  x  H ~ ^c ^  w i t h  E  = H  in  G a u s s i a n  u n i t s  a n d  d iv id in g  i t  b y  th e  p h o t o n  e n e r g y  
"K to  g iv e  t h e  p h o to n  f lu x  a s  c ( th e  f a c t o r  1 /2  c o m e s
f r o m  a  s p a t i a l  a v e r a g e ) .  T h e n
to -  d u *  = i i K ( t ) | d «  = 4 7 ^ e 2 + . O 0n | g on| 2
el s W ----------o n ( 2 . 7 )
We f u r t h e r  i n t r o d u c e  th e  m e a n  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  f  a s
f o n  * 2- I S -  I * o n |  * l A - . \
T\ I ^ o n  l
on
2
(2 . 8 )
H e r e  Z  i s  th e  c o m p o n e n t  of  th e  d i s p l a c e m e n t  a l o n g  t h e  d i r e c t i o n  
of p o l a r i z a t i o n  of  t h e  p h o to n ;  a n d ,  ^ on i s  t h e  w a v e l e n g t h  d i v i d e d  b y  2 K
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f o r  a  p a r t i c l e  of  m a s s  ' m 1 a n d  e n e r g y  ( E n - E Q).
If t h e  i n i t i a l  s t a t e  of  o u r  s y s t e m  i s  a n  ' s '  s t a t e ,  t h e  m e a n  o s c i l l a t o r  
s t r e n g t h  f  i s  t h e  s a m e  f o r  a n y  p o l a r i z a t i o n  d i r e c t i o n  of t h e  e l e c t r o m a g  -
" ,ic fi8ld: | a o n  | 2 * I Xo„| 2 * | *on| 2 * i J j'’ W* includ« *U
a l l o w e d  ' n '  v a l u e s  f o r  t h e  f i n a l  s t a t e .  I f  t h e  i n i t i a l  s t a t e  h a s  1 ^  o ,  w e  m u s t  
a v e r a g e  o v e r  t h e  ' m ' v a l u e s  of  t h e  i n i t i a l  s t a t e .
F r o m  t h e  l a s t  tw o  e q u a t i o n s
t -> TT2 2
[ a -  dLoo = 2 n  e . f  ( 2 . 9 )
) on  m e  on
T h e  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  f  i s  c o n v e n i e n t  t o  u s e  f o r  t h r e e  r e a s o n s :
on
i t  i s  d i m e n s i o n l e s s ; t h e  s u m m e d  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  i s  u n i ty ;  a n d ,  i t  p r o ­
v i d e s  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  a n d  c l a s s i c a l  c a l c u l a t i o n s  
f o r  t h e  i n t e r a c t i o n  of  a  c h a r g e d  o s c i l l a t o r  w i th  a n  e l e c t r i c  f i e l d .
If we a r e  d e a l i n g  w i th  a b s o r p t i o n  l e a d i n g  to  c o n t i n u u m  s t a t e s  a t
e n e r g y  W a b o v e  t h e  g r o u n d  s t a t e ,  we r e w r i t e  E q n .  ( 2 . 9 )  a s
2 A  2 e 2 *K dfO -  (W) =
m e  dW (2 .  10)
T h e  O s c i l l a t o r  d e n s i t y  p e r  u n i t  e n e r g y  c a n  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  E q n .
a w
( 2 . 8 ) .  T h e  m a t r i x  e l e m e n t  & on u s e d  in  c a l c u l a t i n g  d f / d W  i s  f o u n d  u s i n g  a
c o n t i n u u m  w a v e  f u n c t i o n .
T h e  T h o m a s - R e i c h e - K u h n  ( T R K )  s u m - r u l e
T h e  T h o m a s  - R e i c h e - K u h n  s u m - r u l e  s t a t e s  t h a t  f o r  a n  e l e c t r o n
in  a n y  p o t e n t i a l  V ( r ) ,  th e  s u m m e d  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  f  i s  u n i t y .
n  on
S u m m i n g  m e a n s :  s u m  o v e r  d i s c r e t e  f i n a l  s t a t e s  a n d  i n t e g r a t e  o v e r  th e  
c o n t i n u u m .  F r o m  E q n .  ( 2 . 8 )  we w r i t e
We u s e  the m a t r i x  r e l a t i o n s
( E n - E ) f t  „  = - [ h . z l  n o o n  *- J o n
( E  - E  ) 2  = T h , a l  (2 .  12)
n  o '  n o  L ->no
w h e r e  th e  s q u a r e  b r a c k e t  i s  th e  c o m m u t a t o r  of  t h e  H a m i l t o n i a n  o p e r a t o r  
a n d  f t .  T h u s  we h a v e
_  £ = m
n on ~~T~x -n {  - [ » ■  A  u n Z no  + * o „  [ » •  <2 ‘ 1 3 >
We t h u s  o b t a i n  u s i n g  c l o s u r e
X .  f = - m  I [ h ,  z |  , z l
n on "TT. L*- J J i-  -
• *] ♦ ( [ * r H  . z ] ^  (2 M)
U s in g  O z ]  ■ - i - ^  a n d  ^ V ( r ) ,  z ]  = o, we o b t a i n
2 1 f  = 1 .
n on
T h e  ab o v e  d e r i v a t i o n  s h o w s  t h a t  t h e  T R K  s u m  r u l e  h o l d s  r i g o r o u s l y  p r o v i d e d
t h a t  the  p o t e n t i a l  ' V 1 c o m m u t e s  w i t h  th e  c o o r d i n a t e  ' f t ' .
M a n y  e l e c t r o n  p r o b l e m
In t h i s  s e c t i o n ,  we  s h a l l  c a l c u l a t e  E - l  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  i n  a
m o r e  e l e g a n t  m a n n e r ,  d i s c u s s  a p p l i c a t i o n s  to  t h e  m a n y  e l e c t r o n  p r o b l e m ,
a n d  f in d  th e  e x p r e s s i o n s  f o r  tw o  m u l t i p o l e s  E - 2  a n d  M - l .
In Eqn ,  ( 2 . 2 )  we t o o k  the  p e r t u r b a t i o n  d u e  to  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c
f i e l d  a s  £  . r .  H e r e  we s h a l l  s t a r t  w i th  a  m o r e  f u n d a m e n t a l  e x p r e s s i o n
in  w h i c h  th e  v e c t o r  p o t e n t i a l  A - An u e r e* * i s  w r i t t e n  i n t o  t h e
2
a t o m i c  H a m i l t o n i a n  by r e p l a c i n g  the  k i n e t i c  e n e r g y  t e r m  —— b y
2 m
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. u i s  a  u n i t  v e c t o r  a l o n g  t h e  p o l a r i z a t i o n  d i r e c t i o n  a n d  k  is
2 m
th e  p h o to n  w a v e  n u m b e r .  In o u r  f i r s t  o r d e r  p e r t u r b a t i o n  t h e o r y  t r e a t m e n t ,
2
w e  d i s c a r d  th e  A t e r m ,  th e  p e r t u r b a t i o n  b e i n g  
H- <?. t )  = - _ e _
m e
, e A o  - • - *  - i k .  r  i t  . . .
-  - \ ----------) u .  p e e (2 .  15)
m e
(W e u s e  th e  g a u g e  w h e r e  d iv  A = o) .  T h e  E - l  n o n - r e t a r d e d  a p p r o x i m a t i o n
• T *  *• j
c o n s i s t s  in  p u t t i n g  e ' = u n i t y .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n  i s  j u s t i f i a b l e  in  a
n o n - r e l a t i v i s t i c  s y s t e m  of  s p a t i a l  e x t e n t  a b o u t  e q u a l  t o  R ,  s i n c e  k. r
T h e  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  f is  p r o p o r t i o n a l  t o  th e  s q u a r e  of  the
m a t r i x  e l e m e n t  of th e  p e r t u r b a t i o n .
, , , 2~  1 (u .  p) \ ( m  ooon  r  o n  on~  1 , H U  ~  1 ( U - P > o n  I ~  ( m  ^ = r  1 <"•  r | o „ \  ( 2  16 )
w h e r e  we h a v e  u s e d
^  m  (E  - E  )
( u . p )  ~   n-----S2_ (u.  r )  -  m  (u .  r )
i s  ° n  ° n  ° n  (2 .  17)
We c a n  s h o w  t h a t  t h e  f a c t o r s  of m  a n d  <u3on in  (2 .  17) a g r e e  w i th
—* 1 A
t h o s e  in  (2.  8) b y  u s i n g  th e  r e l a t i o n  E = — •
T h e  g e n e r a l i z e d  T R K  s u m  r u l e  f = Z h o l d s  r i g o r o u s l y  a s  we
n  on
c a n  s e e  f r o m  i t s  d e r i v a t i o n  in  E q n .  (2 .  14).  We r e p l a c e  2  f o r  a  s i n g l e  
e l e c t r o n  b y  f ° r  a l l  Z e l e c t r o n s  in  t h e  a t o m .
X f  = - Ih, ^Lz . l  , Zz.~l = T L  1 = Z
*  } l l  1 J C l J i * 1 (2 .  18)
2
H e r e  H = Z L  —  + V ( r ? ,  ~r , ---- , ~r%) w i t h  t h e  c o m m u t a t o r s
i 2 m  1 2
\ b -a A _ _ i 4_ C . _____j fir a  1 _ Q| _ h v  z il = - and [ v ’ *. ]  =
S o  f a r  we h a v e  c o n f i n e d  o u r  a t t e n t i o n  to  t h e  a l l o w e d  e l e c t r i c
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d ip o le  ( £ - 1 )  t r a n s i t i o n s  a n d  we h a v e  n e g l e c t e d  r e t a r d a t i o n .  We s h a l l  n o w
d e r i v e  e x p r e s s i o n s  f o r  th e  e l e c t r i c  q u a d r u p o l e  ( E - 2 )  a n d  m a g n e t i c  d ip o le
( M - l )  t r a n s i t i o n s  f o l l o w i n g  S a c h s  (53 )  (S e e  S a c h s ,  B l a t t  a n d  W e i s s k o p f ,
F o l d y  (53)  a n d  S t e c h  f o r  d e t a i l e d  t r e a t m e n t  of  m u l t i p o l e  e x p a n s i o n s ) .  We
h a v e  a l r e a d y  u s e d  t h e  f i r s t  t e r m  of  u n i t y  in  t h e  e x p a n s i o n  of  e x p  ( - i  k.  r )
i n  E q n .  (2 .  15) w h i l e  w r i t i n g  H^.  We n o w  t a k e  th e  t e r m  - i (k ,  r )  i n  th e
e x p a n s i o n  of  t h e  e x p o n e n t i a l ,  a n d  w r i t e  t h e  a d d i t i o n a l  p e r t u r b a t i o n  a s
H '  = - ( u . p )  ( - i  k . 7 )
^ m e
= " *2 m c °  * {  [  ^  P) + <k *
+ |(k .  r )  (u .  p) - (u .  r )  ( k .  p)"J^j ( 2 . 1 9 )
T h e  f i r s t  s q u a r e  b r a c k e t  on  th e  r i g h t  g i v e s  £ - 2  t r a n s i t i o n s .
We a g a i n  u s e  p  = m  r  a n d  w r i t e
1 /2  |^(k. r )  (u .  p) + (u."r)  (k .  p)"J = l / 2 m  ^ ( k .  r )  (u .~ r) j  ( 2 . 2 0 )
T h i s  e x p r e s s i o n  r e p l a c e s  (u.^») = m  (u.  r )  in  t h e  E - l  m a t r i x
dt
e l e m e n t .  C o m p a r i n g  w i th  E q n ,  ( 2 . 8 )  we f in d  t h e  E - 2  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  a s
2
&  ■ f r {  D - V ( 2 . 2 1 )
Q
£ is  f a i r l y  s m a l l  a n d  h a s  no t  b e e n  c a l c u l a t e d  f o r  a n y  of th e  c a s e s  d i s -  
on
c u s s e d  in  t h i s  t h e s i s .
M a g n e t i c  d i p o l e  ( M - J )  t r a n s i t i o n s  a r e  due  t o  t h e  s e c o n d  s q u a r e  
b r a c k e t  in  E q n .  (2 .  19) w h i c h  we w r i t e
- ( i  e A o / 2 m c ) £ (k .~r) ('u. 'p) - (u.~r) (k."p)j 
= - ( i e A t y2rriC) [ ( k  x u) . ( 7  x~p)J
= '  ( i e A o / 2 m c ) k  L H { 2 ' Z Z }
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H e r e  th e  o r b i t a l  a n g u l a r  m o m e n t u m  L  = r  x  p .  L  i s  t h e  c o m p o n e n t  o f  L
H
a l o n g  t h e  p h o t o n ' s  m a g n e t i c  f i e l d ,  i . e .  , i n  t h e  d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  
b o t h  t o  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  k  a n d  p o l a r i z a t i o n  d i r e c t i o n  u.  T h e  M -1 
o s c i l l a t o r  s t r e n g t h  i s
£ M ~ l = CO
on 2 m c ; ( 2 . 2 3 )
M -  1We s h a l l  d i s c u s s  th e  s u m  r u l e  f o r  f f o r  t h e  d e u t e r o n  u s i n g  a n o m a l o u s  
m a g n e t i c  m o m e n t s  in  C h a p t e r  111.
E - 2  a b s o r p t i o n  f r o m  a n  'S '  s t a t e  l e a d s  t o  a  D s t a t e  w i t h  m  = - 1.
M - l  a b s o r p t i o n  i s  i m p o r t a n t  in  th e  n u c l e a r  c a s e  i n  t h e  t o  *S p h o t o -  
m a g n e t i c  d i s i n t e g r a t i o n  of t h e  d e u t e r o n .
T h e  N u c l e a r  P h o t o e f f e c t
T h e  n u c l e a r  p h o t o e f f e c t  i s  m o r e  c o m p l i c a t e d  c o m p a r e d  to  th e  a t o m i c  
p h o t o e f f e c t  f o r  tw o  r e a s o n s .  F i r s t ,  th e  n u c l e o n s  a l l  h a v e  c o m p a r a b l e  m a s s ,  
w h i l e  i n  th e  a t o m i c  p h o t o e f f e c t  we c o n s i d e r e d  t h e  e l e c t r o n s  a s  b o u n d  in  a n  
i n f i n i t e l y  h e a v y  a t o m .  S e c o n d ,  t h e r e  a r e  e x c h a n g e  f o r c e s  b e t w e e n  p a i r s  
of n u c l e o n s ;  s o  t h e  tw o  b o d y  p o t e n t i a l  d o e s  no t  c o m m u t e  w i t h  t h e  r e l a t i v e  
c o o r d i n a t e s .
T h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s ,  we s h a l l  a d o p t  a  p h e n o m e n o l o g i c a l  a p ­
p r o a c h  to  the  n u c l e a r  p h o t o e f f e c t .  We s h a l l  c a l c u l a t e  t h e  i n t e r a c t i o n  of  
the  n u c l e u s  w i t h  t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  i n  t e r m s  of n u c l e o n  c o o r d i n a t e s  
a l o n e .  We s h a l l  n e g l e c t  th e  e f f e c t s  of  t h e  m e s o n s  a t  l o w  e n e r g i e s ,  t h o u g h  
we c a n  n o t  d e n y  the  p o s s i b i l i t y  t h a t  m e s o n s  m u s t  be  c o n s i d e r e d  e x p l i c i t l y  
e v e n  at l o w  e n e r g i e s .  We s h a l l  a s s u m e  t h a t  n u c l e o n s  i n s i d e  a  f r e e  n u c l e u s
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h a v e  t h e  s a m e  p r o p e r t i e s  a s  i n  f r e e  s p a c e  t h o u g h  we k n o w  t h a t  n u c l e o n s  
i n s i d e  a  n u c l e u s  m i g h t  p o s s i b l y  h a v e  d i f f e r e n t  c h a r g e s ,  m a s s e s  a n d ,  
m a g n e t i c  m o m e n t s  ( J o h n s o n  a n d  T e l l e r ,  55) .
C a l c u l a t i o n s  of  th e  p h o t o e l e c t r i c  c r o s s  s e c t i o n  f o r  a  n u c l e a r  
t r a n s i t i o n  f r o m  th e  g r o u n d  s t a t e  'O '  t o  a  p a r t i c u l a r  e x c i t e d  s t a t e  d e m a n d s  
k n o w l e d g e  of the  w a v e  f u n c t i o n s  of b o t h  th e  g r o u n d  s t a t e  a n d  e x c i t e d  s t a t e .  
V e r y  l i t t l e  i s  k n o w n  of t h e  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e  of n u c l e i  
a n d  m u c h  l e s s  i s  k n o w n  of t h e  w a v e  f u n c t i o n s  f o r  t h e  e x c i t e d  s t a t e .  It  i s  
f o r  t h i s  r e a s o n  t h a t  we s h a l l  s u m  o v e r  a l l  e x c i t e d  s t a t e s ,  u s i n g  c l o s u r e  
f o r  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s ,  s o  t h a t  o u r  r e s u l t s  w i l l  d e p e n d  o n ly  on  the  w a v e  
f u n c t i o n  a s s u m e d  f o r  t h e  g r o u n d  s t a t e .
We e x p r e s s  th e  E - l  i n t e r a c t i o n  of  t h e  s p a t i a l l y  c o n s t a n t  e l e c t r o ­
m a g n e t i c  f i e l d  w i t h  t h e  n u c l e o n s  in  th e  2  d i r e c t i o n  a s .
H ’ = e  E 21 2 .
i i
= e E 
= e E
s T n  2 1  E. - I  2 1 a .  .  ! •  Z l a ,  + f -  Z1  E ,1
|_A i 1 A j J A j 1 A j J j
I"— H Z - — 21 2 + Z  2~1 
L a  i i A j J ( 2 . 2 4 )
w h e r e  ' i '  s t a n d s  f o r  the  p r o t o n ,  ' j '  f o r  t h e  n e u t r o n  a n d  2  d e n o t e s  t h e  p o s i ­
t i o n  of t h e  c e n t r e  of m a s s  of th e  n u c l e u s .  T h e  t e r m ( e E Z 2  ) c o r r e s p o n d s  t o  
i n t e r a c t i o n  of th e  e n t i r e  n u c l e u s  w i th  th e  e l e c t r i c  f i e l d  a n d  l e a d s  to  n u c l e a r  
T h o m s o n  s c a t c e r i n g .  The  t e r m  e E  £  2 -  - ~  H  g i v e s  p h o t o n
a b s o r p t i o n  due t o  i n t e r n a l  m o t i o n  in  t h e  n u c l e u s  T h a t  i s  f o r  E - l  a b s o r p -
N
t i o n ,  e a c h  p r o t o n  a c t s  a s  if i t  h a s  a n  e f f e c t i v e  c h a r g e  e ^  (S ee .  B e t h e  37).
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T h e  T R K  s u m  r u l e  i s  t h e r e f o r e  m o d i f i e d  t o  t h e  f o r m :
+ ( - ^ , 22: j t PV
■ S z  + £ N  ■ f
T h i s  r e s u l t  i s  g i v e n  in  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  ( 1 9 5 0 ) .
F r o m  th e  a b o v e  C a n .  we s e e  t h a t  f = o w h e n e v e r  N = o o rn  on
Z = o. In a  d i r e c t  p h o t o n e u t r o n  e m i s s i o n ,  th e  r e s t  of  t h e  n u c l e u s  i s  a c ­
c e l e r a t e d  a w a y  f r o m  t n e  n e u t r o n ,  l e a v i n g  t h e  n e u t r o n  f r e e  w i t h  th e  m o m e n ­
t u m  i t  h a d  in  th e  n u c l e a r  g r o u n d  s t a t e .
In t h e  e l e c t r o n  p h o t o e f f e c t ,  we  c a n  w r i t e  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  f o r
i n t e r a c t i o n  of the  c h a r g e s  w i th  th e  e l e c t r i c  f i e l d  E a s  ( £ .  D) o r  a s
on
——* *—*
( j .  A) w h e r e  D i s  t h e  e l e c t r i c  d ip o le  m o m e n t ,  j th e  c u r r e n t  a n d  A ,  t h e  
on
v e c t o r  p o t e n t i a l .  We c a n  t r a n s f o r m  f r o m  one  e x p r e s s i o n  to  th e  o t h e r  
u s i n g  ( fo r  a  s i n g l e  c h a r g e d  p a r t i c l e ) .
( j a ’ = i i  (1V  = , e  <2' 26)
T h e  r e l a t i o n  ( P -  ) = m  w co ( 2 )  d o e s  n o t  h o ld  i f  t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y
*  on on on
t e r m  'V '  i n  t h e  H a m i l t o n i a n  f a i l s  to  c o m m u t e  w i t h  t h e  p o s i t i o n .  We h a v e
i n s t e a d .
i ^ ( 2 ) = -T- f 2m~" 1 Z1 + 4 " \ V> 2 1 'on on  T, L 2 m  J o n  ^  1 J on ^2 2 7 j
—4
S i n c e  E q n .  (2.  26) d o e s  n o t  h o ld ,  we a r e  u n c e r t a i n  w h e t h e r  E . D  o r  j .  A
s h o u l d  be  u s e d  in c a l c u l a t i o n s  of  th e  n u c l e a r  p h o t o e f f e c t .  (S ee  B r e i t  a n d
C o n d o n ,  36).  A n  a n s w e r  to  t h i s  q u e s t i o n  w a s  g i v e n  b y  S e i g e r t .  S e i g e r t ' s
t h e o r e m  s h o w s  t h a t  we s h o u l d  u s e  th e  i ( 2 )  m a t r i x  e l e m e n t .on  'on
S i e g e r t ' s  o r i g i n a l  a r g u m e n t  w as  m a a e  m o r e  r i g o r o u s  a n d  g e n e r a l i z e d  to
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a l l  e l e c t r i c  m u l t i p o l e *  b y  S a c h s  a n d  A u s t e r n  (51)  a n d  b y  F o l d y  (5 3 ) .  A* 
t h i s  t o p i c  i s  s l i g h t l y  o u t  of o u r  p r e s e n t  d i s c u s s i o n ,  we s h a l l  n o t  go  t h r o u g h  
t h e  p r o o f  of S i e g e r t ' s  t h e o r e m .  We m i g h t  r e m a r k  t h a t  S i e g e r t ' s  t h e o r e m
—* *4
f a i l s  a t  h ig h  p h o t o n  e n e r g i e s  w h e r e  t h e  i n t e r a c t i o n  j .  A  i n v o l v e s  t h e  d e t a i l e d
■'  •
s t r u c t u r e  of t h e  c u r r e n t  j  ( r )  (S ee  B r e n n a n  a n d  S a c h s ,  52) .
We s h a l l  n o w  d e r i v e  t h e  T R K  s u m  r u l e  f o r  a  s i n g l e  p a r t i c l e  s u b j e c t
to  e x c h a n g e  p o t e n t i a l  of t h e  ty p e  V = J ( r  .) , w h e r e  P*^  i s  t h e  M a j o r a n a
i J J
e x c h a n g e  o p e r a t o r .  H e r e  we a r e  i n t e r e s t e d  in  e v a l u a t i n g  th e  d o u b le  
c o m m u t a t o r  - ^  V, 2 ^  , Z^j
oo
T h e  c o m m u t a t o r
M
i j ,_ U
( 2 . 2 8 )
\  V, Z 1 = J ( r .  .) Z.  - a .  J ( r .  .) P M = ( 2 .  -  2  ) J ( r .  , ) P J
I  l j  i j  i j  1 i iJ i j  J i i j  :
S i m i l a r l y  we c a n  s h o w  t h a t
*  [ [ v .  Zi] , Si]  oo ,  - £L [ , z t - z /  p “ ]
= ' M  r «  J  V  p “  1
O O
( 2 . 2 9 !
^  ^  ^ ° °  ( f o r  a  s p h e r i c a l
n u c l e u s )
T h e r e f o r e
T - (  * - i n
n on L i  1 J * J  oo?  [ [ « ■  • a , ]
.  I - T t r ? .  J ( r . . ) P M l
-  ^  [  IJ l j '  i j  ]3 i s  \_ i j  l o o  ( 2 . 3 0 )
w h i c h  t e l l s  u s  t h a t  an  a t t r a c t i v e  M a j o r a n a  p o t e n t i a l  i n c r e a s e s  t h e  £ - 1  s u m .  
T h e  a b o v e  s u m  r u l e  w a s  f i r s t  d e r i v e d  b y  F e e n b e r g  (36)  a n d  S i e g e r t  (37) .
In  th e  f o l l o w i n g ,  f r o m  th e  s u m m e d  o s c i l l a t o r  s t r e n g t h ,  we s h a l l  
f i r s t  f in d  jcr~ dW, w h e r e  W is  th e  p h o to n  e n e r g y ,  a n d  <j— i s  th e  c r o s s
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s e c t i o n  f o r  p h o to n  a b s o r p t i o n  ( a~ i s  t h e  s u m  of  a l l  th e  p a r t i a l  c r o s s  s e c ­
t i o n s  f o r  the  v a r i o u s  n u c l e a r  r e a c t i o n s  t h a t  m a y  o c c u r  s u b s e q u e n t  t o  t h e  
p h o t o n  a b s o r p t i o n :  "tf - n ,  - p ,  ^ - ' f  e t c . ) .  We s h a l l  l a t e r  on d e r i v e  a n
e x p r e s s i o n  f o r  j  dW ( r e f e r r e d  to  a s  OT  ̂ on  a c c o u n t  of  i t s  r e s e m b l a n c e
w i t h  t h e  b r e m s s t r a h l u n g  s p e c t r u m ) .
F r o m  E q n .  ( 2 . 2 5 )  a n d  ' 2 .  9) we f in d  t h a t  f o r  a  n u c l e u s  m a d e  u p  of 
N n e u t r o n s  a n d  Z p r o t o n s
f
T h u s  f o r  t h e  c a s e  N * Z =
2 7\_  e  "K NZ 
M 
A
° ~ d W =   e A * ( 2 3 1 )
2
.2 2
( V d W =  ------ —  = 0. 015A  M e v . - b a r n  ( 2 . 3 2 )
J Me 2
ThiB r e s u l t  a g r e e s  w i th  t h a t  g i v e n  b y  G o l d h a b e r  a n d  T e l l e r  (48)
a n d  a l s o  b y  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  (50) .
F e e n b e r g  a n d  S i e g e r t  h a v e  s h o w n  t h a t  t h e  s u m  r u l e s  a r e  m o d i f i e d
f o r  e x c h a n g e  f o r c e s .  We s h a l l  t h e r e f o r e  c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  of  M a j o r a n a
t y p e  e x c h a n g e  f o r c e s  on <r~.in t
F r o m  E q n s .  ( 2 . 9 ) ,  ( 2 . 1 4 ) ,  ( 2 . 2 4 ) ,  ( 2 . 2 5 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a  n u c l e u s  
w i th  'N '  n e u t r o n s  a n d  'Z ' p r o t o n s
( o - d W  = -  7 ^  ^ NZ Mx
IMe A 4-K*-
f ?  £  V ( r  ) p “  . | Z s . X ! . | l  . < Z 2  - X . B . ) ]  
L 1 J >J ,J 1 1 i  •> ] i 1 j  j  J OO
(2.  33)
w h e r e  x  i s  a  f r a c t i o n  of  th e  e n t i r e  f o r c e  b e t w e e n  n e u t r o n  a n d  p r o t o n .  We
M
h a v e  w r i t t e n  V = x  V ( r  , ) P  . w h e r e  r  i s  th e  d i s t a n c e  b e t w e e n  p r o t o n  a n d
IJ IJ ij
n e u t r o n  and  i®* the  o p e r a t o r  fo r  e x c h a n g i n g  th e  s p a c e  c o - o r d i n a t e s  of
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t h e  i t h  p r o t o n  w i t h  t h e  j t h  n e u t r o n .  U s in g  t h e  p r o p e r t y  t h a t
[ f r f p*  ■ V i ]  • ^  a i] = [ ^ (zj-z i» p “  - V ‘ ]
* ^  f  (iSj ■ a i )Z P y  U . 3 4 )
w e o b t a i n  f r o m  (2 .  33)
( q r - d W  = 2 *  ‘ [ Z  Z  ( 2  - Z  )2 V ( r  ) P M 1 \
) M e  \  A  ^  I  i j  J 1 ^  U J o o J
( 2 - 35 )
w h i c h  f o r  a  s p h e r i c a l  n u c l e u s  t a k e s  t h e  f o r m
f  Z T i  e 2 tv  j  N Z  _ M x  [  5" 2 . „ M  “| |
K - w - T C —  { - *  3 V  j ‘j  V(V P i j  ] c o J (2 .  36)
w h i c h  i s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  (50)  a n d  S i e g e r t  (3 7 ) .  T h i s
4 4f o r m u l a  c a n  be  u s e d  f o r  H e  w i t h o u t  a n y  m o d i f i c a t i o n  b e c a u s e  H e  i s  a n  e v e n -
e v e n  n u c l e u s .
T h e  i n t r o d u c t i o n  of a  t e n s o r  i n t e r a c t i o n  g i v e s  a  t e r m  of th e  f o r m
y  2 1  P . ,  S J ( r . . )  w h e r e  J ( r  ) d e f i n e s  th e  s h a p e  of t h e  w e l l  a n d
i j  l J i j  U ij
3 ( a ~  . ? . . ) (  0~. . ~T. .) —» .
S _ -  ------ 1-------i i — _ J ---- U _ " ( a -  . o -  )
r . f  1 J ( 2 . 3 7 )
In  t h e  p r e s e n c e  of c e n t r a l  a n d  t e n s o r  f o r c e s
[ 0  ? V ,V  p “  • <? V ? v ]  • < *  i - ? Z J>]00-  
'  f  J,rij,p“  v ( *  •* - * v ]  ■ < V i  - *
( 2 . 3 8 )
w h e r e  the  t e n s o r  M a j o r a n a  f o r c e  i s  a  f r a c t i o n  x 1 of  t h e  e n t i r e  f o r c e  b e ­
t w e e n  n e u t r o n  a n d  p r o t o n .  S i n c e  S.^ c o m m u t e s  w i t h  th e  s p a c e  c o o r d i n a t e .
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we h a v e
( 2 . 3 9 )
T h e r e f o r e
o o
( 2 . 4 0 )
w h i c h  i s  s i m i l a r  to  E q n .  (2 .  34) .
T h e  B a r t l e t t  o p e r a t o r  e x c h a n g e s  t h e  s p i n  d i r e c t i o n s  of t h e  tw o
p a r t i c l e s ,  l e a v i n g  t h e i r  p o s i t i o n s  u n a f f e c t e d .  B a r t l e t t  f o r c e s  t h e r e f o r e
w i l l  n o t  c o n t r i b u t e  a n y t h i n g  to  q-  b e c a u s e  t h e  B a r t l e t t  o p e r a t o r  c o m ­
i n t
m u t e s  w i t h  t h e  s p a c e  c o o r d i n a t e s
T h e  H e i s e n b e r g  o p e r a t o r  i n t e r c h a n g e s  b o t h  p o s i t i o n  a n d  s p i n  
c o o r d i n a t e s ,  t h e r e f o r e
e l u d e s  W i g n e r  a n d  B a r t l e t t  f o r c e s  a n d  x  a n d  y d e n o te  t h e  f r a c t i o n s  of 
M a j o r a n a  a n d  H e i s e n b e r g  t y p e  f o r c e s ) .
F o r  a l a r g e  e v e n - e v e n  n u c l e u s ,  a n y  p a i r  of n e u t r o n s  a n d  p r o t o n s  
w i l l  h a v e  a  p r o b a b i l i t y  of 3 / 4  l o r  b e i n g  in a  s p i n  t r i p l e t  s t a t e  a n d  1 / 4  f o r  
b e i n g  in  a  s p i n  s i n g l e t  s t a t e .  S i n c e  t h e  B a r t l e t t  o p e r a t o r  g i v e s  + 1 w h e n
o. ( 2 . 4 1 )
( 2 . 4 2 )
a n d  f o r  c e n t r a l  f o r c e s  of th e  f o r m
( 2 . 4 3 )
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i t  a c t s  on a  s p i n  t r i p l e t  s t a t e  a n d  -1 a c t i n g  o n  a  s p i n  s i n g l e t  s t a t e ,  t h e r e ­
f o r e
[ i *  = p M ^ o ]
* M
' V  \
( 2 . 4 4 )
w h e r e  —V" i s  th e  s p a t i a l  w a v e  f u n c t i o n  of  t h e  n u c l e u s  a n d  we  h a v e  a v e r a g e d
o
o v e r  t h e  n u c l e o n  s p i n s .
A c c o r d i n g  t o  R o s e n f e l d  (48)  th e  m o s t  s a t i s f a c t o r y  m i x t u r e  f r o m
s a t u r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  m a y  b e  w r i t t e n  a s
0 . 9 3  P** - 0.  13 - 0 . 2 6  P 1* + 0 . 4 6  P® ( 2 . 4 5 )
i j  i j  iJ
A s i m p l i f i e d  v e r s i o n  t h a t  i s  a l m o s t  e q u i v a l e n t  to  t h i s  i n  m a n y  r o u g h  c a l ­
c u l a t i o n s ,  b e c a u s e  i t  k e e p s  th e  l a r g e  t e r m s  a n d  c o n t a i n s  t h e  s a m e  p r o p o r ­
t i o n  of  t e r m s  i n v o lv in g  s p i n  e x c h a n g e  to  th o se  w h i c h  do n o t ,  h a s  b e e n  s u g ­
g e s t e d  b y  I n g l i s  ( 5 0 ) .  A c c o r d i n g  to  I n g l i s ,  t h e  m i x t u r e  m a y  b e  t a k e n  a s
0 . 8  P ^ J  + 0 . 2 P ® .  ( 2 . 4 6 )
A t h i r d  m i x t u r e  w h i c h  e x p l a i n s  t h e  n - p  s c a t t e r i n g  d a t a  a t  h i g h  e n e r g i e s  
h a s  b e e n  g i v e n  b y  S e r b e r  (47 ) .  A c c o r d i n g  t o  S e r b e r ,  a  s a t i s f a c t o r y  m i x ­
t u r e  m a y  be  w r i t t e n  a s
0. 5 + 0 . 5  P * J  ( 2 . 4 7 )
L a v i n g e r  a n d  B e t h e  (1 9 5 0 )  h a v e  c a l c u l a t e d  t h e  i n t e g r a t e d  c r o s s  
s e c t i o n  o~  ̂ f o r  a  m i x t u r e  of W i g n e r  a n d  M a j o r a n a  n e u t r o n  p r o t o n  f o r c e s .  
T h e y  f in d  t h a t  f o r  a n  e v e n - e v e n  n u c l e u s
a~  = f m  dW = IS A  (1 + 0. 8x)  M e v .  - m b .  ( 2 . 4 8 )
i n t  J
If in  a d d i t i o n  t o  M a j o r a n a  e x c h a n g e  we a l s o  i n c l u d e  H e i s e n b e r g  e x c h a n g e
f o r c e ,  t h e n  u s i n g  (2 44 )  we f ind
°T n t ^  + ® ^ M-ev. - m b  ( 2 . 4 9 )
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F o r  R o s e n f e l d  m i x t u r e  (x  = . 9 3  a n d  y  = - .  26)
o = 1 5 ( 1 . 6 4 ) A =  2 4 , 6 0  A M e v .  - m b .Inf ’ 'm t ( 2 . 5 0 )
O n e  g e t s  t h e  s a m e  r e s u l t  f o r  I n g l i s  m i x t u r e .  F o r  S e r b e r  m i x t u r e
( x  = . 5 ,  y -  0)
a-  = 15A (1 + 0 . 4 )  = 2 1 A M e v .  - m b .
in t
( 2 . 5 1 )
A m o s t  g e n e r a l  Y u k a w a  p o t e n t i a l  i n c l u d i n g  t e n s o r  i n t e r a c t i o n  
m a y  be  w r i t t e n  a s
of  c e n t r a l  a n d  t e n s o r  p o t e n t i a l s - x  a n d  x 1, y  a n d  y '  d e n o t e  f r a c t i o n s  o f  
c e n t r a l  a n d  t e n s o r  f o r c e s  r e s p e c t i v e l y  o f  M a j o r a n a  a n d  H e i s e n b e r g  t y p e .  
T h e  p o t e n t i a l  V (1 - x  - y) i n c l u d e s  b o t h  W i g n e r  a n d  B a r t l e t t  i n t e r a c t i o n s .  
In (2 .  52)  x  a n d  y  i n  g e n e r a l  h a v e  d i f f e r e n t  n u m e r i c a l  v a l u e s  f r o m  t h e  x  a n d  
y i n  ( 2 . 4 3 )  f o r  p u r e  c e n t r a l  f o r c e s .  T h e r e  i s  n o t  m u c h  i n f o r m a t i o n  a v a i l ­
a b l e  on t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  of x ,  y,  x '  a n d  y* f o r  u s e  i n  E q n .  ( 2 . 5 2 ) .
P - P  s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t s  a t  e n e r g i e s  a b o u t  100 M e v .  h a v e  i n d i c a t e d  
t h a t  i / 2 .  T h i s  f o l l o w s  f r o m  th e  s t r o n g  p o l a r i z a t i o n  du e  to  t e n s o r  f o r c e
w h e r e  J(]
a c t i n g  in  P  s t a t e  ( R o c h e s t e r  C o n f e r e n c e  1956) .
F o r  a  p o t e n t i a l  of t h e  ty p e  (2 .  52)
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X  v  K ( r . .) S. r 2 p M  1 
3 ^  L 1 J o ‘J JOG
- ^  ^  V qR I j* ) r 2 s  1 \3 -K Y 1 j  i j  i j  i j  i j  J q j <2 53)
We s h a l l  n o w  o b t a i n  a n  e x p r e s s i o n  f o r   ̂ ™W~ ** ^  F r o m
( 2 . 8 ) ,  ( 2 . 9 )  a n d  (2 .  2 4 ) ,  w e  c a n  w r i t e
r  = | s : d w  = 2 " - V *
b J W Me n E  - En
_ 2 -T ^ c2*! 2M  21 N X
 o
M e ’ Ti1" n A *■ < a ‘ >o„ -  - R  = ,  < V o n
= 4 * 2 ( « L )  " 5 .  < * 2 » = < « ! ,  - S ^ < r 2 >
nc A ° o  3 '  nc  1 A  oo
( 2 . 5 4 )
F o r  a  s i n g l e  p r o t o n
n W b ,  - E q > = ^  (2M /1,2) ' 8 o» '  = ^  < ^ > o o'<E n  ' E o^
<J- = _ i2 S .  ®—  S  r 2 N
b  3 Tic ̂  ' o o  ( 2 . 5 5 )
E x p r e s s i o n s  (2 .  54)  a n d  (2 .  55)  h a v e  b e e n  p r e v i o u s l y  d e r i v e d  b y  
L e v i n g e r  a n d  B e t h e  (50) .  T h e  a b o v e  r e s u l t  i s  i n d e p e n d e n t  of w h e t h e r  t h e  
f o r c e  b e t w e e n  n u c l e o n s  i s  o r d i n a r y  o r  e x c h a n g e  in  c h a r a c t e r .  T e n s o r  
f o r c e s  a l s o  do  n o t  c h a n g e  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s .
C H A P T E R  III
A P P L I C A T I O N S  T O  D E U T E R O N
In t h i s  c h a p t e r  w e  s h a l l  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  t h e  p h o t o d i s i n t e g r a ­
t i o n  of  the  d e u t e r o n .  We s h a l l  s u m m a r i z e  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a n d  
d i s c u s s  t h e  s u m  r u l e  c a l c u l a t i o n s  of cr~(W) in  d e t a i l .  We s h a l l  c a l c u l a t e  
t h e  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  d ip o le  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n
a n d  a l s o  cr"ln  ̂ w i t h  c e n t r a l  a n d  t e n s o r  f o r c e s .
F i g .  1 s h o w s  a  p l o t  of th e  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n  ( m e a s u r e d  i n  m b  -
-2 7  2 , .
10 c m  ) v s .  W, t h e  p h o to n  e n e r g y  in  M e v .  T h e  s m a l l  b u m p  A  in  t h e
c u r v e  i s  du e  t o  the  p h o t o m a g n e t i c  t r a n s i t i o n s  3g^—»l g  a n d  3 j-j ^— *
T h e  m a i n  p e a k  'B 1 i s  due  t o  £ - 1  t r a n s i t i o n s .  T h e  s m o o t h  c u r v e  i s  t h e
r e s u l t  of  t h e  m e a s u r e m e n t s  m a d e  in  v a r i o u s  l a b o r a t o r i e s  b y  K e c k  e t  a l
( 5 4 a ,  54b) ,  B a r n e s  (8 6 ) ,  H a l p e r n  (5 3 ) ,  W h a l i n  (54) ,  e t c .
A s u m  r u l e  c a l c u l a t i o n  f o r  th e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of  th e  d e u t e r o n
h a s  b e e n  m a d e  b y  L e v i n g e r  (55)  a n d  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  (50) .  In  h i s
p a p e r ,  L e v i n g e r  h a s  c a l c u l a t e d  t h e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s
s e c t i o n  a -*, , t h e  i n t e g r a t e d  c r o s s  s e c t i o n  g~ , a n d  W cr  a n d  h a s  c o m -  b  ° i n t  i n t
p a r e d  t h e  r e s u l t s  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t s .
In t h e  p r e s e n t  c a l c u l a t i o n ,  we s h a l l  c a l c u l a t e  o- . a n d  o~- * f ° rd i n t
E - l  t r a n s i t i o n s  u s i n g  tw o  b o d y  r e p u l s i v e  c o r e  w a v e  f u n c t i o n  a n d  r e p u l s i v e  
c o r e  p o t e n t i a l  due  t o  R u s t g i  a n d  L e v i n g e r  ( s u c h  w a v e  f u n c t i o n  h a d  b e e n
25
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u s e d  b y  A u a t e r n  - p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n )  a n d  a l s o  s t u d y  th e  e f f e c t  of t h e  
t e n s o r  f o r c e s  u s i n g  t h e  w a v e  f u n c t i o n s  o f  F e s h b a c h ,  S c h w i n g e r  a n d  H a r r  
(4 9 ) .
T h e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  
2
t h e  a v e r a g e  v a lu e  of  r  (S e e  E q n .  2.  55)  f o r  t h e  d e u t e r o n  g r o u n d  s t a t e
a n d  i s  i n d e p e n d e n t  of  t h e  f r a c t i o n  'x '  of t h e  n e u t r o n - p r o t o n  f o r c e  t h a t
h a s  a n  e x c h a n g e  c h a r a c t e r .  We s h a l l  g i v e  <  r^^>  f i r s t  f o r  z e r o  r a n g e
o o
n - p  f o r c e ,  t h e n  u s i n g  e f f e c t i v e  r a n g e  t h e o r y  a n d  f i n a l l y  g iv e  t h e  s m a l l  
m o d i f i c a t i o n  i n t r o d u c e d  b y  u s i n g  a  H u l t h e n  w a v e  f u n c t i o n .  F o r  z e r o
2 2 ~ 1 w ,  1 /2
r a n g e  <_r  >  i s  (2 ) w h e r e  e q u a l s  ( « = - )  w i t h  t h e  d e u t e r o n
oo "n®*
b i n d i n g  e n e r g y .  S i n c e  th e  i n s i d e  w a v e  f u n c t i o n  g i v e s  o n l y  a  s m a l l  c o n t r i ­
b u t i o n ,  we  c a n  c a l c u l a t e < . r ^ >  u s i n g  t h e  o u t s i d e  w a v e  f u n c t i o n  of  e f f e c -
oo
t i v e  r a n g e  t h e o r y ,  i n t r o d u c i n g  a  f a c t o r  of  (1 - ^  r Q)  ̂ t h e  s q u a r e d  
n o r m a l i z a t i o n  c o n s t a n t  of  the  o u t s i d e  w a v e  f u n c t i o n ,  a s  in  th e  B e t h e -  
L o n g m i r e  (50)  e f f e c t i v e  r a n g e  c o r r e c t i o n  to  th e  B e t h e - P e i e r l s  c r o s s  
s e c t i o n .
A p p l y i n g  E q n .  (2 .  54) f o r  t h e  d e u t e r o n ,  we  g e t
o -  E - ‘ = / f o  < l - - * r  f 1 ( 3 . 1 )
b 6 Me °
U s e  of a  H u l t h d n  w a v e  f u n c t i o n
- r
.  -N  , 3 . 2 )
2
g i v e s  ( r  ) a b o u t  t h r e e  p e r c e n t  s m a l l e r  t h a n  t h e  e f f e c t i v e  r a n g e  c a l c u l a t i o n  
oo
(3 ,  1). T h e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  f o r  e l e c t r i c  d i p o l e  
a b s o r p t i o n  i s  g i v e n  b y
^ b E ‘ ‘ = f c i s r 5 -  < ° - 9 7 >- <3 - 3 >
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T h e  t h r e e  f a c t o r s  i n  t h i s  e q u a t i o n  c o r r e s p o n d ,  r e s p e c t i v e l y ,  t o  t h e  z e r o  
r a n g e  v a l u e ,  th e  e f f e c t i v e  r a n g e  c o r r e c t i o n  a n d  t h e  s m a l l  c o r r e c t i o n  to
I
e f f e c t i v e  r a n g e  t h e o r y  u s i n g  H u l t h e n  w a v e  f u n c t i o n  ( S e e  L e v i n g e r  (55)  ).
If we u s e  r e p u l s i v e  c o r e  w a v e  f u n c t i o n  d u e  to  R u s t g i  a n d  L e v i n g e r
a n d  A u s t e r n  ( u n p u b l i s h e d )  , ,
■'# * ’ $  T ~  . " P r-  j e  ̂ - e ' - ( f i - ^ ) r e
A 1 r ( 3 . 4 )
( w h e r e  i s  a g a i n  d e t e r m i n e d  f r o m  e f f e c t i v e  r a n g e  t h e o r y  a n d  i s  f o u n d  to  
b e  = 11. 5 6 5 f o r  r Q ( -  £ , - €; ) = 1. 66 f) a n d  e v a l u a t e  ( r ^ ) 0 0 * w « f in d  
< r 2 >  = 0 - ' l i r 0 ) - 1 r  , + _ i   + 3( P>/k - l ) 2 .__16 _______
00 2 x 2 L <p>7*)*  r p / 7 1 ^  ( i  + (37* )
- 48 ( $ n  - i )  1 f r f t  : * ) 1
( i  + p v 4 »4 T g T T r  j  . ( 3 . 5 )
T h e r e f o r e
E  - 1. „  v r  . „ _ 2
<R £  > = j _  f  1 I , 1 . + 3 ( P /<  - 1 )  .
( h u l t h e n )E ? i u l t h i n )  = ° - 9 7 l ‘ V *  + ' P 7 *  )b " n _ T p 7 7 i 3
-  =  —  fL \ 0. 97 Iten  L
4 8 ( f t / *  -1 )  3 ( f r ' / *  -1 )  I
( 1 + f*/* )4 ( t f / Y ) *  J1 p / r ( p>7* )* J ( 3 . 6 )
= 1. 00
In o t h e r  w o r d s  th e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  i s  n o t  
c h a n g e d  du e  to  th e  i n t r o d u c t i o n  of t h e  r e p u l s i v e  c o r e .
T h e  d i s c o v e r y  of  the  q u a d r u p o l e  m o m e n t  of  t h e  d e u t e r o n  r e q u i r e d  
t h e  i n t r o d u c t i o n  of n o n - c e n t r a l  f o r c e s  i n t o  th e  p h e n o m e n o l o g i c a l  d e s c r i p t i o n  
of  the  n e u t r o n - p r o t o n  i n t e r a c t i o n .  F o l l o w i n g  th e  n o t a t i o n  of  F e s h b a c h  a n d  
S c h w i n g e r  ( 1 9 5 1 ) ,  we f in d  t h a t
° ~b E ~1 ( t e n s o r )  o * \  2 /  ( l - y r Q)1 ^  ( u Y w 2 )x2 dx
OT E - l  (Hu l then )  " ° L 0 . 9 7  J , »  2 ?
b \ q( u  + w ) dx
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,  (7. 6176) ( 2 0 1 1 )  r 2 X Z ( 1 - Y * n ) l  
( 1 0 5 1 )  I  0 . 9 7  J
W h e r e  x  = r / ^ Q; = 2. 76 £ a n d  t h e  i n t e g r a l s  o n  t h e  r i g h t  h a v e  b e e n
e v a l u a t e d  n u m e r i c a l l y  u s i n g  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  of t h e  w a v e  f u n c t i o n s
f r o m  F e s h b a c h  e t  a l  (49)
c r - ® * 1 ( T e n s o r )  * 0 . 9 9 4
b  r i  ( H u l th e n )  ( 3 . 7 )
T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  t e n s o r  f o r c e s  do  n o t  c h a n g e  t h e
b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  c o m p a r e d  t o  c e n t r a l  f o r c e s  b y  a n y
s i g n i f i c a n t  a m o u n t .
S i n c e  t h e  e l e c t r i c  d i p o l e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n
c a n  b e  c a l c u l a t e d  w i t h  h i g h  a c c u r a c y ,  i t  i s  w o r t h w h i l e  t o  i n c l u d e  a n  e s t i -
M - lm a t e  of the  m a g n e t i c  d i p o l e  c o n t r i b u t i o n  w h i c h  we d e s i g n a t e  cr~
b
( E l e c t r i c  q u a d r u p o l e  a n d  r e t a r d a t i o n  e f f e c t s  a r e  s m a l l e r  a n d  t e n d  t o  c a n c e l ) .  
L e v i n g e r  (5 5 )  h a s  e v a l u a t e d  1 i n t e g r a t i n g  t h e  e f f e c t i v e  r a n g e  t h e o r y
c r o s s  s e c t i o n  a n d  f i n d s  t h a t
a - b M ' 1 * ( h > '  ^ » > 2 ‘ r o *  * 2 3  m b - ' 3 - 81
H e r e  ^  a n d  a r e  t h e  p r o t o n  a n d  n e u t r o n  m a g n e t i c  m o m e n t s  ( t h i s  r e -  
s u i t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  th e  s i n g l e t  s c a t t e r i n g  l e n g t h ) .  W h i le  c o n s t a n t s  in  
E q n .  ( 3 . 8 )  a r e  k n o w n  w i t h  h i g h  a c c u r a c y ,  i t  i s  u n c l e a r  h o w  w e l l  t h i s  c a l c u ­
l a t i o n  a p p l i e s  to  t h e  d e u t e r o n ,  a s  we h a v e  n e g l e c t e d  th e  e x c h a n g e  c o n t r i b u ­
t i o n  d u e  t o  m e s o n  c u r r e n t s .
In t h e  p r e s e n t  d i s c u s s i o n ,  we  s h a l l  d e r i v e  E q n .  ( 3 . 8 )  f r o m  f i r s t  
p r i n c i p l e s ,  f i r s t  f o r  c e n t r a l  a n d  l a t e r  on f o r  t e n s o r  f o r c e s .  We s h a l l  
s h o w  t h a t  E q n .  ( 3 . 8 )  d o e s  n o t  c h a n g e  on  i n t r o d u c i n g  t e n s o r  f o r c e s .
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F o r  t h e  s a k e  of  s i m p l i c i t y  l e t  u s  f i r s t  t r e a t  th e  g r o u n d  s t a t e  of th e
d e u t e r o n  a s  a  p u r e  3g^ s t a t e .  A m a g n e t i c  d i p o l e  t r a n s i t i o n  c a n  t h e n  o n ly
p r o d u c e  a  l g  s t a t e .  F r o m  E q n .  (2 .  23)  a p p l i e d  t o  t h e  d e u t e r o n ,  w e  f in d
t h a t  f  M - l  —* —* 2
X -  o n  _ 1 ' T  < » .  M)
n ( E n - E 0 ) 2 M c *  n |  o n l  <3 9J
w h e r e  V  i s  th e  u n i t  v e c t o r  n o r m a l  to  th e  d i r e c t i o n  o f  p o l a r i s a t i o n  a n d  to
t h e  d i r e c t i o n  of  p r o p a g a t i o n  of th e  p h o to n .  T h e  v e c t o r  M i s  j u s t  t h e
m a g n e t i c  m o m e n t  o p e r a t o r  of  th e  d e u t e r o n  g i v e n  b y
~M = 1i [  + K- cr^ + )-*• \
L 2 1 p p  I n n )
1 1 5  [  \  + ( h . + w ' + i  > r p - w  <s*p  - *  >] ( j  io )
S i n c e  b o t h  t h e  i n i t i a l  a n d  f i n a l  s t a t e s  a r e  'S '  f u n c t i o n s ,  t h e  m a t r i x
e l e m e n t  of L  v a n i s h e s .  F u r t h e r m o r e  the  v e c t o r  S = y  ( 5 - ^  + ^ n ) a c t i n g  on
t h e  s i n g l e  s p i n  f u n c t i o n X Q v a n i s h e s  ( S X Q = o).  T h e  m a t r i x  e l e m e n t  of S
a l s o  v a n i s h e s  b e t w e e n  a n y  tw o  3g^ s t a t e s  s i n c e  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s  b e i n g
s o l u t i o n s  of  t h e  s a m e  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n  f o r  d i f f e r e n t  e n e r g i e s  a r e
o r t h o g o n a l .  T h e r e f o r e  o n ly  t h e  l a s t  t e r m  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  t r a n s i t i o n ,
w h i c h  c a n  j u s t  l e a d  to  a  s i n g l e t  t r i p l e t  t r a n s i t i o n ,  s i n c e  i t  i s  a n t i s y m m e t r i c
f o r  i n t e r c h a n g e  of t h e  n e u t r o n  a n d  p r o t o n .  T h e  i n i t i a l  s t a t e  i s
‘■"K - A ~̂ ~i " X  ,m
r  ( 3 , 1 1 )
w h e r e  X j  i 8 t h e  t r i p l e t  s p i n  f u n c t i o n ,  a n d  t h e  f i n a l  s t a t e  i s
{ . A '  —  ( 3 . 1 2 )
w h e r e  X .  i s  t h e  s i n g l e t  s p i n  f u n c t i o n .
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T h e  s p i n  m a t r i x  e l e m e n t ,  w h e n  a v e r a g e d  o v e r  a l l  i n i t i a l  s t a t e s  of 
p o l a r i s a t i o n  of  t h e  d e u t e r o n  g i v e s
j  ( X ™  , " v  . ( 5 ^  - ^ X q ) ( X o ,(XT.  5 ^  - ? n ) X ™  ) . ( 3 .  13)
On u s i n g  t h e  r e l a t i o n  ^ n X Q = - <r^ *X0 w e  g e t  f o r  t h e  s p i n  m a t r i x
e l e r  i e n t
±  ( x ”  . [ u . r p ) ' * o ) ( w . ^ p i x ” )
■= ±  < x | "  ( * .  ? !  )2 X  ,m l3 1 p
-  4
3 ( 3 . 1 4 )
S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n  ( 3 . 9 ) ,  we o b t a i n  u s i n g  2L O  = ( = * *o r
s p a t i a l  m a t r i x  e l e m e n t s ,
,  M - i  2
X -  i s m   = - u -  > . ( 3 . 15)
n E - e  6  M e P n
T h e r e f o r e
E n  - E o
m - i  _ z r ? * 2̂  -h2- , _  .  u  i2
b  — M e —  6 m c * V  ' ^ p  r - n '
* ‘ ^ A - h c X V M ^ ' ^ p - ^ ’2 ( 3 - 16)
w h i c h  a g r e e s  w i t h  L e v i n g e r  (55)
M -  1
We s h a l l  n o w  c a l c u l a t e  u s i n g  b o t h  S a n d  D w a v e  f u n c t i o n s  of
t h e  d e u t e r o n .  S i n c e  t h e  o b s e r v e d  a n g u l a r  m o m e n t u m  of t h e  d e u t e r o n  is  
J  = 1, t h e  f o l l o w in g  f i n a l  s t a t e s  c a n  b e  r e a c h e d  d u e  t o  a  m a g n e t i c  d i p o l e  
t r a n s i t i o n  ( ^  J  = t  1, o.  )
a n d  3^2*
J  = 1 3S l * 3° 1
J  x o
3P o
J  = 2 ^ 2 - 3 p 2
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T h e  m a t r i x  e l e m e n t s  of  t r a n s i t i o n s  3 g ^ — * o r  3 ^ — »
v a n i s h  s i n c e  t h e  r a d i a l  f u n c t i o n s  b e i n g  s o l u t i o n s  of  t h e  s a m e  S c h r b d i n g e r  
E q u a t i o n  f o r  d i f f e r e n t  e n e r g i e s  a r e  o r t h o g o n a l .  F r o m  p a r i t y  c o n s i d e r a ­
t i o n s  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  a l l  o t h e r  t r a n s i t i o n s  
v a n i s h  e x c e p t  f o r  t w o  n a m e l y  3 g j — **S0 an<* S i n c e  th e  ' D 1
t r a n s i t i o n  i s  n o t  l a r g e  i n  i t s e l f  a n d  s i n c e  i t  d o e s  n o t  i n t e r f e r e  w i t h  t h e  
'S '  t r a n s i t i o n  i n  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n ,  we  e x p e c t  t h e  'O '  c o n t r i b u t i o n  t o  b e  
f a i r l y  s m a l l .  L e t
• V  i  [  .  M  .  . g a
H  *'■> * - s a -
L
We a r e  n e g l e c t i n g  t h e  c o n t r i b u t i o n  of t r a n s i t i o n s  du e  t o  j  t e r m  in  (3 .  10)
M - 1b e c a u s e  i t  i s  v e r y  s m a l l .  In  o r d e r  t o  e v a l u a t e  , we  f i n d  t h a t  th e
w a v e  f u n c t i o n  in  t h i s  c a s e  h a s  t h e  s a m e  s p i n  d e p e n d e n c e  a s  f o r  t h e  c e n t r a l
c a s e  a n d  t h e r e f o r e
f M - i
T i n  —22-----------  = *  ^  -  u.  )
E - E 0 6 Me1 V  ' P nn o
r  2 1 9 °  m  2 m  2
l l  u  d r + t  s i ^ i w  d r
0 0
( ( u 4- + w “ ) d r
o (3 .  19)
On u s i n g  " V . ™  = (8 - 2 , we  g e t
M - l
- h „ ) 2 < 3 . 2 0
n  o
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a n d  t h e r e f o r *
<ri>M ‘ I 1  (rir) i ^ / m o ) 2  « h „ - h »)2  <’ 2 1 >
T h u s  * i s  n o t  c h a n g e d  b e c a u s e  of  t h e  t e n s o r  f o r c e s .
We s h a l l  n o w  c a l c u l a t e  o~ . -  \ ° " d W  f o r  c e n t r a l  ( H u l t h e n  a n d  r e -in t  J
p u l s i v e  c o r e )  a n d  t e n s o r  f o r c e s .  L e v i n g e r  a n d  B e t h e  h a v e  a l r e a d y  c a l c u -
I
l a t e d  ° ^ nt  f ° r  H u l t h e n  w a v e  f u n c t i o n  a n d  Y u k a w a  p o t e n t i a l  w e l l .
I 1
H u l t h e n  w a v e  f u n c t i o n  a n d  c e n t r a l  H u l t h e n  p o t e n t i a l
I
H u l t h e n  w a v e  f u n c t i o n  m a y  be  w r i t t e n  a s
( 3 . 2 2 )
S u b s t i t u t i o n  i n t o  t h e  w a v e  e q u a t i o n  s h o w s  t h a t  t h i s  w a v e  f u n c t i o n  c o r r e s p o n d s
t o  t h e  t r i p l e t  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  V \ r )  g i v e n  b y
Y(r) '  = - —  ( - "X ^)  e ^ _______M I * ' - Y  r  - B r
e - e l
e . P r
= - V
°  . - K * -  . . - P r
w h e r e  V Q = ^ fc). ( 3 . 2 3 )
S i n c e  P** a n d  P 1*1 b o t h  g iv e  +1 o p e r a t i n g  on  a  g r o u n d  3q s t a t e .
t h e r e f o r e  f r o m  E q n .  ( 2 . 4 3 )  we h a v e
.  |  v r ^
w h e r e  x  a n d  y  a r e  d e f i n e d  in  (2 .  52).
B u t Vrz - ^  r2 dr ,  . z v y a .  f  L _  - _JL_1
J To ~ ®  ( l - T r o ) [ ( V  + | i ) J (3.25)
T h e r e f o r e
2 . 22 M[ ( _ , , *  V r 2 - u ,  r 2 .  . 4  (p> / Y - I ) f  2 .  1 13 p p o V r T « ' d' - j  (i -Sir0) (1 + | i / i > 3 j p - J ( 3 . 2 5 )
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U s i n g  ( P / t f  ) -  6.  395 f o r  r  ( -  t  , - fc ) = 1. 66 -f (3 .  27)
v r 4 d r  = 0.  345 (3.  28)
a n d  t h e r e f o r e
" in t^  ( H u l t h i n )  = [ l  + 0. 345 (x  + y) ]
= 30 [ 1 + 0. 345 (x  + y ) J  M e v .  - m b  (3 .  29)
T h e  v a l u e  r Q( - €  , -  £  ) = 1 .6‘6 f i n  t h e  a b o v e  c a l c u l a t i o n  h a s  b e e n  t a k e n  t o  
m a k e  a  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  t e n s o r  f o r c e  c a l c u l a t i o n  b u t  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  
e x p e r i m e n t ,  r Q ( - £  , -  £  ) = 1. 76  f  i s  m o s t  s u i t a b l e  ( S a l p e t e r ,  51) .  A  c a l c u ­
l a t i o n  w i t h  r Q = 1. 76  f  g i v e s  a  7 p e r c e n t  i n c r e a s e  i n  th e  c o e f f i c i e n t  0 . 3 4 5 .  
R e p u l s i v e  c o r e  p o t e n t i a l  a n d  w a v e  f u n c t i o n .
A  s u b s t i t u t i o n  of  t h e  r e p u l s i v e  c o r e  w a v e  f u n c t i o n
°  4 1 - ' * r Q r  (3 .  30)
i n t o  t h e  w a v e  e q u a t i o n  g i v e s  t h e  f o l l o w in g  t r i p l e t  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l
V ( r )  = - V L-*  + ( f t + * ) r ] e P r
°  e “ ^ r  - e ' P r - ( j i ' - l f ) r e " f y r  <3-31)
w h e r e  [* = 1 1 . 5 6 5 8  ^ ( 3 . 3 2 )
( f r o m  e f f e c t i v e  r a n g e  t h e o r y  f o r  r Q( -  € ,  - fe  ) = 1 . 6 6  f)
a n d  v ° = t !t  I P ' * 1* <3 - 3 3 >
We f in d  in  t h i s  c a s e  t h a t
2 M (-J£  , r 2 2 .
3 V r  r  d r
2
= 4 ( t) f  _ 4 ______1 .  3 __1_______
3 ( i - ^ r D) L ( i - » p / T )  z f p T T T  4 T p 7 7 7 r
+ 1  J -  c = 0 . 4 0 0 .  ( 3 . 3 4 )
* < | i 'A  >
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T h e r e f o r e  *-
<J”^ t  = 30 1 1 + 0. 4  ( x  + y) 1 M e v .  - m b .  (3 .  35)
T h e  i n c r e a s e  of o r  . i n  t h i s  c a s e  o v e r  ( 3 . 2 8 )  h a s  b e e n  c a u s e d  duei n t
t o  l a r g e r  v a l u e  of  ^  c o m p a r e d  to  UP *° e n e r 8 i e s  ' —50 M e v .
e r r  * w i t h  t e n s o r  f o r c e  
I f l t _________________________
T h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  h e r e  i s  t a k e n  to  b e
V<r) = - V 0 { [ u - f . + + V s 12
(3 .  36)
H e r e  'r* i s  t h e  i n t e r p a r t i c l e  d i s t a n c e ;  r c a n d  r^ a r e  t h e  r a n g e s  of
/
t h e  p o t e n t i a l s  f o r  t h e  c e n t r a l  a n d  t e n s o r  p o t e n t i a l s .  VQ, y  , a n d  g a r e  
c o n s t a n t s ;  a n d ,  we h a v e  a s s u m e d  th e  f o l l o w i n g  v a l u e s  of  the  c o n s t a n t s  f o r  
th e  p r e s e n t  c a l c u l a t i o n  w h i c h  a r e  a l m o s t  b u t  n o t  e x a c t l y  e q u a l  t o  the  
P e a s e  - F e s h b a c h  v a l u e s .  (W e c a n n o t  u s e  t h e  e x a c t  P e a s e - F e s h b a c h  v a l u e s  
b e c a u s e  we  n e e d  t a b u l a t e d  v a l u e s  of  t h e  w a v e  f u n c t i o n s  f r o m  F e s h b a c h  e t  a l  
(4 9 ) .  )
r  = 1. 185 f  ; r .  = 1. 533 fc  i
y  * 0 . 7 8 2  ; ? = 2 . 7 6 f  ( 3 . 3 7 )
In  o r d e r  t o  e v a l u a t e  ^ V r 2 ^> , we  s h a l l  f o l l o w  th e  m e t h o d  of
oo
B l a t t  a n d  W e i s s k o p f  (5 2 ) .  We s h a l l  f i r s t  w r i t e  S j 2 i n  a  s l i g h t l y  d i f f e r e n t
f o r m .  If  w e  t a k e .  S = ^  + <x"^), t h e n  we  c a n  s h o w  t h a t
2L  3 (S. "?)2 - S 2 r 2 "]
S l 2 =  r 2 ( 3 . 3 8 )
B u t  f o r  a  d e u t e r o n  S = 1, t h e r e f o r e ,
S 2 = S(S + 1) = 2 (3.  39)
a n d  S 12 = 6 [_"s. ̂  ] 2 - 4 .  ( 3 . 4 0 )
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L>et u s  n o w  w r i t e
[ “ <»> V “ i  + w <r > V 2 1 ]  (3 - 4 1 >
w h e r e  -• i s  t h e  n o r m a l i s e d  s p i n  a n g l e  w a v e  f u n c t i o n  b e l o n g i n g  t o  a
0 J1S
s t a t e  o f  t o t a l  a n g u l a r  m o m e n t u m  J  w h o s e  2  c o m p o n e n t  i s  'M '  a n d  w h i c h  i s  
a  c o m b i n a t i o n  o f  a n  o r b i t a l  a n g u l a r  m o m e n t u m  '1 '  w i t h  a  s p i n  'S ' .  F r o m  
B l a t t  a n d  W e i s s k p p f  (52) .
^ L ’  I s  C 1 S ( J ’ M ; " V  " V  * , » < • ■ * > ' * * » .  ( 3 . 4 2 )
F o r  t h e  d e u t e r o n  S = 1 a n d  J  = M  = S = 1; 1 = o , 2 a n d  t h u s  we  h a v e
V B1 -  = Yo o ^ l l  <3 « >
^ J 2 1 3 < 1 0 *  Y2 , 2  ^  1 , - 1  "  ^~10* Y 2 , 1 ^ C 1 , 0  +, 1 1/2 
+ < ^ 0  > Y X  - -
Z’ 1(1  ( 3 . 4 4 )
We s h a l l  f o l l o w  t h e  m e t h o d  of  B l a t t  a n d  W e i s s k o p f  t o  f in d  t h e  e f f e c t  o f  t h e
t e n s o r  o p e r a t o r  o n  t h e  s p i n  a n g l e  w a v e  f u n c t i o n s  We f in d  t h a t
( 3 . 4 5 )
—« 2a n d  (S . —)
^ 1 2 1  3 ^ 121  3 ^ 1 0 l  ( 3 . 4 6 )
U s in g  t h e  o r t h o g o n a l  p r o p e r t i e s  of s p i n  a n g l e  f u n c t i o n s ,  w e  f i n d
t h a t
[ [ < u 2 + w 2 )dfJ<$rr2>oo  = - V Q f 0 Z [  <1 ~8>^X + ^  [  « 2 e  ^  d<> +
, («■*• Y) r w2 e - P ? P d 4 m i x ^ ) L We € C ^ a . f
£  0 0  o
2 y ( x H y " ) ^ w 2 e _X" ^ ^  d ^ ”j . ( 3 . 4 7 )
Y 4 -  ® 101
2












3 V ** 1 0 1
E v a l u a t i n g  t h e  i n t e g r a l s  n u m e r i c a l l y ,  we g e t
/ ' y  2 \  _ v  o  2 [ 4 0 . 3 7 ( x  + y) + 1 . 8 2 ( x  + y)  + 7 2 . 8 2 ( x '+ y « )  - 5 .  4 3 ( x ’+ y ’)1
o o  ” v o o  1051
= - V Q ? Q2 [ o . 0 4  (x  + y) +0.064 ( x * + y ' ) ]  . ( 3 . 4 9 )
T h e r e f o r e
E ’ 1 ( t e n s o r )  = 3 0 ^  1 + |  Vo ? Q2^ O .0 4 ( x  + y) + 0. 064(x '+y ' jy]
-  30 [  1 + 0. 20 (x + y) + 0. 32 ( x ' + y ' ) ^ ^ - ^ ' .  50)
O-  
in t
If we  a s s u m e  x* + y 1 = x  + y ,  t h e  *o r  a  t e n s o r  f o r c e  i s  a p p r e c i a b l y
l a r g e r  t h a n  t h a t  f o r  a  c e n t r a l  f o r c e  of  c o r r e s p o n d i n g  e x c h a n g e  c h a r a c t e r
(S e e  E q n .  ( 3 . 2 8 ) .  ) F o r  e x a m p l e  a  S e r b e r  c e n t r a l  a n d  t e n s o r  f o r c e  o f
Y u k a w a  t y p e  ( x 1 * x  = 1 / 2 ; y 1 = y = o) g i v e s  o~ E “ * = 30 (1 .  26)  = 38 M e v .  - m b ,
in t
. E - l
w h i l e  a  S e r b e r  c e n t r a l  H u l t h e n  f o r c e  = 30 (1 .  17) = 35 M e v .  - m b .
T h e  l a r g e  c o n t r i b u t i o n  of t e n s o r  f o r c e s  c o m e s  f r o m  th e  t h i r d  t e r m  in  ( 3 . 4 7 )
i *
w h e r e  t h e  c r o s s  t e r m  u w k  ( ^ ) i s  m u l t i p l i e d  b y  t h e  l a r g e  c o e f f i c i e n t
4-J"2 O u r  r e s u l t  o f  n t  w i t h  t e n s o r  f o r c e s  i s  i n  d i s a g r e e m e n t  w i t h
A u s t e r n  (5 2 ) ,  w h o  f i n d s  o n ly  a  tw o  p e r c e n t  i n c r e a s e  i n  th e  c e n t r a l  f o r c e
c r o s s  s e c t i o n  due  t o  t h e  D t e r m .  We s h a l l  n o w  c a l c u l a t e © — f o r  M - l
in t
t r a n s i t i o n  f o r  c e n t r a l  s p i n  d e p e n d e n t  f o r c e s  u s i n g  H u l t h e n  f o r m  of  p o t e n t i a l .  
F r o m  E q n s .  (2 .  9 )  a n d  (2 .  23)  we k n o w  t h a t
d w =  z s c r * -  [ [ V( r ^ ) > ]  <hpy  a v ?  » ]
oo
( 3 . 5 1 )
w h e r e  a n d  a r e  t h e  p r o t o n  a n d  n e u t r o n  m a g n e t i c  m o m e n t s  a n d  y a n d  z
a r e  f r a c t i o n s  of  H e i s e n b e r g  a n d  B a r t l e t t  f o r c e s  r e s p e c t i v e l y .
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N o w 1
f v ( r ) P H , + K ^ »  = ( f e - t e ) , S *' V U I P "  ( 3 . 5 2 )L f p p l n n J  P n  P n
T h e r e f o r e
[ W ( r ) P » ,  ( ? . ( ^  5 ^  + r n ^ n )) ]  • <«" < + h ^ n ” ]
*■* O O
= < K  - K  )2 X  (e! <r̂  - o^ )2 X  < V ( r )^>
” P r P 1 n p 1 ^ QO (3 53)
B u t  f o r  a  d e u t e r o n  th e  s p i n  e x p e c t a t i o n  v a l u e  a v e r a g e d  o v e r  th e
2 4
L
,  ̂ —*  » -t* *t
e . ( - a ^ )  I " X j  = 3" a n d f
H u l t h e n  p o t e n t i a l  th e  s p a t i a l  a v e r a g e  g i v e s
< V ( r ) > Q = - z y v n .. f  _ J _  - _ 2 _ 1
' 5 a  < 1  -  ■* r Q ) L  ' f  + | i  2 P  J
w h e r e  "K2 , _ 2  ^ 2
o r  a
(3 .  54)
V =o M
C o m b i n i n g  a l l  t h e s e  r e s u l t s ,  we  g e t
f o - d w  = nZ g^ -  . i  ■ <y.+ ;> (f t 2 2 )[ J _ _  - J _ V
J Me 3 2 M c  ̂  l - y ^ o  M » U p  + tf) 2 ( M
‘ ( h p  ’ h n )2
2 / \ 2  ye 2
( f e i  < V M c )2 < y ^ x ^ p -h „ » 2 ^  i f V )  < P 2 - * 2 >
o
r  j _ .  2 - 1
L 'If + P  2 p  J
- 7. 73 (y  + z '  M e v  - m b .  (3 .  55)
If y + z = 0 . 2  ( I n g l i s  o r  R o s e n f e l d  m i x t u r e ) ,
j  rr~ dW = 1. 55 M ev .  - m b .  (3.  56)
A n a p p r o x i m a t e  c a l c u l a t i o n  b y  L e v i n g e r  (5 5 ) ,  a n d  L e v i n g e r  a n d  C u m m i n g s  
( u n p u b l i s h e d )  g i v e s
j o - d W  = 1 M ev .  - m b .  ( 3 . 5 7 )
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T h e  f o l l o w i n g  t a b l e  s h o w s  a  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  
m o m e n t s  of  t h e  e x p e r i m e n t a l  c r o s s  s e c t i o n s  f o r  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of 
t h e  d e u t e r o n  a n d  t h e  t h e o r e t i c a l l y  c a l c u l a t e d  v a l u e s  u s i n g  p h e n o m e n o l o g i c a l  
s u m  r u l e s .
° " b . j o - J X  i n  m b a~. -  ( cr  dW  in  M e v .  - m b .  in t  )
1) E x p e r i m e n t 3 . 9 39
2 ) C e n t r a l  H u l ­ 3. 50 + . 23 = 3. 73 30 f l  + 0. 345 (x  + y)l + 1. 55
t h e n  p o t e n t i a l L J
3) C e n t r a l  R e ­ r “1
p u l s i v e  c o r e 3. 50 + . 23 = 3. 72 30 1 + 0 . 4  (x  + y) +1-55
p o t e n t i a l L J
4) T e n s o r  Y u k a w a 3 . 4 7  + . 23 = 3 . 70 3 0 1f l  + 0. 20 (x+y)  + . 32 ( x '+ y ' ) l  +
p o t e n t i a l + 1. 55
T h e  t a b l e  s h o w s  t h a t  t h e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  e x p e r i m e n t  a n d  t h e o r y  
f o r  t h e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  i s  w i t h i n  5 p e r c e n t  e x p e r i ­
m e n t a l  u n c e r t a i n t y  (N o te .  We h a v e  u s e d  r Q ( - t ,  - fc ) = 1. 6 6 - f ; a  l a r g e r
r Q g i v e s  a  l a r g e r  G~^). T h e  v a l u e s  f o r  t u r n  ou t  t o  b e  d i f f e r e n t  f o r
M -  1d i f f e r e n t  m i x t u r e s  a n d  a r e  t a b u l a t e d  b e l o w  ( u s i n g  <7“^n t  = 1. 55 M e v .  - m b ) .
i n t
C e n t r a l1
H u l t h e n  
M i x t u r e  P o t e n t i a l
S e r b e r 36.  7
in t  i n t
C e n t r a l  T e n s o r  Y u k a w a
R e p u l s i v e  P o t e n t i a l
C o r e  P o t .  ( a s s u m i n g  x* = x; y 1 = y)
37. 6 39.  4
R o s e n f e l d 38. 5 39 .  6 43 .  3
I n g l i s 3 9 . 9 4 1 . 2 44 .  0
4 0
A l l  t h e s e  v a l u e s  a g r e e  w i th  th e  e x p e r i m e n t  w i t h i n  12 p e r c e n t .
We w o u l d  a t  t h i s  p o i n t  l i k e  t o  m e n t i o n  t h a t  a n  ( L . ~ 5)  f o r c e  d o e s  n o t  c h a n g e
0 ". . o r  CP, ( F r a n k e l  , 54)  b u t  v e l o c i t y  d e p e n d e n t  p o t e n t i a l  of  t h e  f o r m  in t  b
V ( r )  ^ 1  + a p ^  +  w o u l d  c h a n g e  0 ^ n t  b u t  n o t  cr^ .
We s h a l l  n o w  c a l c u l a t e  a n  a n a l y t i c  r e s u l t  f o r  t h e  e l e c t r i c  d ip o le
c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  d e u t e r o n  p h o t o e f f e c t  c r o s s  s e c t i o n  0~(W) f o r  a  c e n t r a l
_ >
S e r b e r  f o r c e  c o n t a i n i n g  a n  r  r e p u l s i v e  c o r e .  We h a v e  a l r e a d y  g i v e n  t h e
f o r m  of t h e  w a v e  f u n c t i o n  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o t e n t i a l s  in  E q n s .  (3 .  29)
E  -1a n d  (3 .  30) .  We s h a l l  f i r s t  of a l l  c a l c u l a t e  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  (M  ) f o r
o
th e  e l e c t r i c  d i p o l e  t r a n s i t i o n  of th e  d e u t e r o n  f r o m  th e  g r o u n d  3g^ s t a t e .  
S i n c e  o n ly  t h e  p r o t o n  h a s  a  c h a r g e  ' e ' ,  a n d  s i n c e  i t s  c o - o r d i n a t e  r e l a t i v e
j*
t o  th e  c e n t r e  of g r a v i t y  o f  t h e  d e u t e r o n  i s  , we  h a v e
M oe ' ‘ « |  ( - %  Z - ^ d - c  ( 3 . 5 8 )
i f  t h e  - r a y  i s  p o l a r i z e d  in  t h e  2  d i r e c t i o n .  H e r e  is  th e  w a v e  f u n c ­
t i o n  of  t h e  f i n a l  s t a t e  n o r m a l i z e d  p e r  u n i t  e n e r g y .  F r o m  th e  s e l e c t i o n  
r u l e  f o r  th e  a n g u l a r  m o m e n t u m ,  we i n f e r  t h a t  th e  f i n a l  s t a t e  ^ m u s t  b e  
a  ' P '  s t a t e .  We k n o w  h o w e v e r  t h a t  m o d e r a t e  e n e r g y  ' P '  s t a t e s  a r e  
p r a c t i c a l l y  u n i n f l u e n c e d  b y  t h e  s h o r t  r a n g e  f o r c e  b e t w e e n  n e u t r o n  a n d  
p r o t o n .  A l s o ,  f o r  a  c e n t r a l  S e r b e r  f o r c e ,  t h e r e  i s  n o  i n t e r a c t i o n  in  t h e  
f i n a l  ' P '  s t a t e .  T h e r e f o r e  t h e  w a v e  f u n c t i o n  f o r  'P* s t a t e  w i l l  h a v e  th e  
s a m e  f o r m  a s  i f  t h e  n e u t r o n  a n d  p r o t o n  w e r e  f r e e .  F o l l o w i n g  B e t h e  a n d  
P e i e r l s  (35) ,  we c a n  w r i t e
~Tf = C W 72 C o s  © ( 2M V / 2  ( M/ 2 t , 2 k V / 2  1  f - C o . k r
( 3 . 5 9 )
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O r
w h e r e  B = z n ^ i  ^  ' R e  d e n o t e s  th e  r e a l  p a r t  a n d  ’k '  r e p r e s e n t s
th e  w a v e  n u m b e r  i n  t h e  f i n a l  s t a t e .
T h e r e f o r e
E  -1 e B A '
M  . - £ £ £  Re
o 2
|  £ C « ^ _ | - e i k r ( . kr)j .
2 7C S i n 9  d o  r  d r
1 / 2  3 / 2  
2 e M  k '
1 / 2  ^  {'(S2+ k Z)2 -
z ' i
( l - > f r 0)47r
4 f
(
L i M o y L t
( i 2 + k ^ ) 3
, U 2 + k 2 )2
1 ’ q F T W
2 ic2 )2
(3 .  60)
87t  e 2 1i2 i / 2 £ 3 / 2  1
_ 3 i ic  ‘ M (E  + fr )■» (1 - 'tf r  )
[ 1  . 1 ^ . ^  - 4 P ( F . , - Y ) M 2 4 k 2 >2 |
L  ( ( i  +  k  )  ( k 2  +  k 2 ) 1  J
2 -.2*2 t 2
[ 4 ‘ ‘* J  ( 3 . 6 1 )
B e t h e  a n d  P e i e r l s  (35)  3iave e v a l u a t e d  t h e  <T~(W) f o r  t h e  p h o t o ­
d i s i n t e g r a t i o n  of  t h e  d e u t e r o n  u s i n g  t h e  z e r o  r a n g e  w a v e  f u n c t i o n  f o r  t h e  
g r o u n d  s t a t e  o f  t h e  d e u t e r o n  a n d  o b t a i n
2 a. ; |
( 3 . 6 2 )B .  P
_ 8 7V.J- r . 2 t 2\ _ f c  M
fe1 / 2 E 3 / 2  
( E  -t-6 )3 ]
T r
<t b
JSl- . _ i _____ r  1 .  ( l i i - i L 2 )2 .  n 2 + k 2 )2 ] 2
. p .  <‘ - * r o> L F T i T 2 - T p - r & p  j
( 3 . 6 3 )
L e v i n g e r  (4 9 ) ,  S c h i f f  (5 0 ) ,  a n d  M a r s h a l l  a n d  G u t h  (50)  h a v e  c a l ­
c u l a t e d  a~ (W) f o r  t h e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of  th e  d e u t e r o n  u s i n g  H u l t h e n
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w a v e  f u n c t i o n  a n d  o b t a i n
3 ‘ 'Be '  M  ( E  + fe )3 (1 - Y r , , )
( 3 . 6 4 )




( 3 . 6 5 )
( 3 . 6 6 )
F i g .  2 s h o w s  t h r e e  d i f f e r e n t  c a l c u l a t e d  c r o s s  s e c t i o n s  a s  w e l l  a s  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  a l l  g i v e n  r e l a t i v e  t o  th e  B e t h e - P e i e r l s  c r o s s  s e c t i o n .
p u l s i v e  c o r e  g i v e s  r a t h e r  s i m i l a r  r e s u l t s  t o  A u s t e r n ’s  (52)  r e s u l t s  f o r  a n  
i n f i n i t e  r e p u l s i v e  c o r e  of r a d i u s  0. 4 f. A l l  t h r e e  c a l c u l a t e d  c u r v e s  a g r e e  
w e l l  w i t h  e x p e r i m e n t s  u p  t o  20  t i m e s  t h e  t h r e s h o l d  e n e r g y  & ; b u t  e x ­
p e r i m e n t s  a t  e n e r g i e s  f r o m  30 €  t o  50 €: g iv e  c r o s s  s e c t i o n s  m u c h  l a r g e r  
t h a n  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s .  ( T h e  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  c a l c u l a t i o n s  a n d  e x ­
p e r i m e n t  i s  r e d u c e d ,  b u t  i s  s t i l l  s i g n i f i c a n t ,  i f  we u s e  A u s t e r n ' s  v a l u e s  
f o r  a  c o r e  r a d i u s  o f  0 . 8  f .  F o r  e x a m p l e  a t  t h e  p h o t o n  e n e r g y  of 40  £  ;
th e  t h r e e  c u r v e s  s h o w n  g iv e  — ——■ a b o u t  0 . 9 ,  a  c o r e  r a d i u s  of  0 . 8  f
C T B .P .
( J -
g i v e s  — —-  = 1 . 3 ;  w h i l e  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  g i v e s  —r--——  a b o u t  
O B  * P* CTB. P*
1 . 8 5 .  ) We c o n c l u d e  t h a t  p r e s e n t  e x p e r i m e n t s  u p  t o  e n e r g i e s  of 2 0 £
c a n  n o t  v e r i f y  t h e  c h a n g e s  of  o r d e r  10 p e r c e n t  in  t h e  c r o s s  s e c t i o n  p r o ­
d u c e d  b y  a  r e p u l s i v e  c o r e .  T h e  s e r i o u s  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  c a l c u l a t i o n s
i , -2T h e  l o w e s t  c u r v e  i s  th e  H u l t h e n  c r o s s  s e c t i o n .  We s e e  t h a t  t h e  r  r e -
20
A .  1 0
- H u l t h e n  
* A u s t e r n
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a n d  e x p e r im e n t  fo r  p h o to n  e n e r g ie s  g r e a t e r  th a n  30 £  sh o w s th a t  o th e r  
e f f e c ts  no t c o n s id e r e d  h e r e  ( in te r a c t io n  in  th e  f in a l  s t a te  a n d /o r  m e s o n ic  
e f f e c ts )  a r e  o f m o r e  im p o r ta n c e  th a n  th e  in c lu s io n  o f a  r e p u ls iv e  c o re  in  
a  c e n t r a l  p o te n t ia l  o f S e r b e r  c h a r a c t e r .
C H A P T E R  IV 
A P P L IC A T IO N S  TO  H 3 AND H e3
la  r e c e n t  y e a r s ,  s e v e r a l  a u th o r s  (G e r ju o y  a n d  S c h w in g e r  (1 9 4 2 ),
F e s h b a c h  a n d  R a r i t a  (4 9 ) , C la p p  (4 9 ), H u a n d  H su  (1 9 5 1 ), P e a s e  a n d
F e s h b a c h  (51 ) a n d  I rv in g  (51) ) h a v e  m a d e  v a r io u s  c a lc u la t io n s  f o r  th e
g ro u n d  s t a te  w ave fu n c tio n  o f th e  th r e e  b o d y  s y s te m  u s in g  a  tw o  body
c e n t r a l  a n d  c e n t r a l  p lu s  t e n s o r  i n te r a c t io n s .  A ll th e s e  c a lc u la t io n s  h a v e
3  3
y ie ld e d  r e a s o n a b le  v a lu e s  f o r  th e  b in d in g  e n e r g ie s  of H a n d  He th o u g h  
th e  w ave  fu n c tio n s  u s e d  w e re  of d i f f e r e n t  f o r m s .
V e rd e  (1950) h a s  t r e a t e d  th e  p ro b le m  of th e  p h o to d is in te g ra t io n  
o f  th e  th r e e  p a r t i c l e  s y s te m  w ith  a  G a u s s ia n  p o te n t ia l  an d  a  G a u s s ia n  w ave  
fu n c tio n  in  a n  e le m e n ta r y  m a n n e r .  T h is  w ave fu n c tio n  d o es  no t h a v e  a n  
a c c u r a te  a s y m p to t ic  b e h a v io u r  a t  l a r g e  d i s ta n c e s .  A n a c c u r a te  c a l c u l a ­
tio n  of th e  b in d in g  e n e r g y  a n d  p h o to d is in te g ra t io n  of th e  th r e e  p a r t i c le  
s y s te m  h a s  b e e n  r e c e n t ly  c a r r i e d  ou t b y  I rv in g  (51) a n d  G unn a n d  Irv in g  
(51) u s in g  s p in -d e p e n d e n t  Y ukaw a c e n t r a l  f o r c e s  a n d  w ave fu n c tio n  h av in g  
c o r r e c t  a s y m p to t ic  b e h a v io u r .
We s h a l l  in  th e  p r e s e n t  c h a p te r  c a lc u la te  th e  e l e c t r i c  d ip o le  
b r e m s s t r a h lu n g  w e ig h te d  c r o s s  s e c t io n  a n d  fo r  th e  H 3 a n d  H e^
n u c le i .  U n fo r tu n a te ly  th e r e  is  v e r y  l i t t l e  e x p e r im e n ta l  in fo rm a tio n  a v a i l ­
a b le  a b o u t th e  p h o to d is in te g ra t io n  of th e s e  n u c le i  an d  th e r e f o r e  we s h a l l  
co n fin e  o u r s e lv e s  on ly  to  c e n t r a l  f o r c e s  an d  m a k e  no a t te m p t  to  c o m p a re
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o u r  r e s u l t s  w i t h  e x p e r i m e n t s .  In th e  t e x t ,  w e  s h a l l  u s e  I r v i n g ' s  (5 1 )
(S e e  I r v i n g  (51)  ) . y + z i s  t h e  f r a c t i o n  of H e i s e n b e r g  p l u s  B a r t l e t t  e x ­
w e l l  d e p th )  I ( t r i p l e t  w e l l  d e p th )* l  -  2 (y  + z)  i s  c a l l e d  q  b y  I r v i n g ,  a n d  h a s  
t h e  n u m e r i c a l  v a lu e  0. 69 c h o s e n  t o  f i t  t h e  t w o - b o d y  s y s t e m .
In h i s  c a l c u l a t i o n s ,  I r v i n g  (51)  h a s  u s e d  a  w a v e  f u n c t i o n  of  t h e
f o r m
1 a n d  2, 1 a n d  3, 2 a n d  3 r e s p e c t i v e l y .  ( T h i s  i s  a  s p e c i a l  c a s e  (n  = o) of 
I r v i n g ' s  g e n e r a l  t r e a t m e n t ) .  T h e  a b o v e  w a v e  f u n c t i o n  i s  of  c o u r s e  a  
f u n c t i o n  of t h e  r e l a t i v e  c o o r d i n a t e s  of t h e  p a r t i c l e s  a n d  d o e s  n o t  d e p e n d  
u p o n  t h e i r  s p i n  c o - o r d i n a t e s .  It  m a y  b e  s i m p l i f i e d  b y  th e  fo l l o w in g  
t r a n s f o r m a t i o n .
w a v e  f u n c t i o n  a n d  s p i n  d e p e n d e n t  Y u k a w a  p o t e n t i a l  f o r  a n  S* s t a t e :
(4 .  1)
w h e r e  r ^  i s  t h e  r e l a t i v e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  p a r t i c l e s  i  a n d  j; a n d  VQ 
a n d  K a r e  t a k e n  t o  f i t  t h e  t w o  b o d y  t r i p l e t  p o t e n t i a l .
V = 67 .  3 M e v .  a n d  ^  -  1. 17 f
o  K
( 4 . 2 )
c h a n g e  w i t h  o p e r a t o r  g i v e s  u n i t y  f o r  a n  S s t a t e .  T h e  r a t i o  ( s i n g l d t
( 4 . 3 )
w h e r e  'A '  i s  th e  n o r m a l i s a t i o n  c o e f f i c i e n t ;  •£ i s  a  p a r a m e t e r  («£ = 0 . 9 2  f  * 
S e e  I rv in g (5 1 ) )  r u  an t* r 23 a r e  d i > t a n c e 8  b e t w e e n  th e  p a r t i c l e s
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b e i n g  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r  of  t h e  p r o t o n  a n d  r ^  a n d  r ^  b e i n g  t h e  
p o s i t i o n  v e c t o r s  f o r  t h e  n e u t r o n s  in  a  H 3 n u c l e u s .  O n th e  a p p l i c a t i o n  of  
t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a s s u m e s  t h e  f o r m
N * Z + r 2 ) 1 /Z
N •  ( 4 .5 )
N b e i n g  t h e  n o r m a l i s a t i o n  c o n s t a n t  in t h e  n e w  c o o r d i n a t e  s y s t e m  a n d
r  = | "r | a n d  ^ = \~T T h e  n o r m a l i s a t i o n  c o n s t a n t  N f o r  t h e  w a v e  f u n c t i o n
""•V i s  e a s i l y  d e t e r m i n e d .
( , 2 3  3 ? 2 ( - 2 f 2 ^ (  S 2 + r 2 )^2 2 2
d r d  ^ = N 2 (47K ) \ e r 2 ^ 2 d r d £  = 1
O
( 4 . 6 )
u s i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  r  = R  C o s e  ; *? = R  S i n e  , i t  i s  f o u n d  t h a t ,  in
a g r e e m e n t  w i t h  I r v i n g ' s  m o r e  g e n e r a l  r e s u l t ,
? 6 /
N -  < ̂  M 3 5 ! )  ( 4 . 7 )
We s h a l l  n o w  c a l c u l a t e  the  E - l  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  
s e c t i o n  f o r  H 3 , F r o m  E q n .  (2 .  54) we k n o w  t h a t
4 A 2 e 2
c r b =  —
( 4 . 8 )oo
B u t  f r o m  E q n .  ( 4 . 4 )
' f t .  ~u -  2 R
r i  R -  —
T h e r e f o r e  0  2
(4.9)
• < ( ? | -TS)2>  = N 2(4TC)2 [ + r )  (4<t2fy )  r z ^ 2d r d ^
1 oo  l0
( 4 . 1 0 )
48
S u b s t i t u t i n g  t h i s  i n  E q n .  (4 .  8 ) , we  g e t
q—, = ( $ t )  1 = 1 .  32 m b .  ( 4 . 1 1 )
b 9  Tic «/.*
w h e r e  c L -  0 . 9 2  f  * f r o m  T a b l e  I i n  I r v i n g  (5 1 ) .
F r o m  s y m m e t r y  c o n s i d e r a t i o n ,  w e  c a n  s a y  t h a t  t h i s  w i l l  a l s o  b e
3
t h e  b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  f o r  H e  . (W e h a v e  a l s o  s h o w n
3 3b y  e x p l i c i t  c a l c u l a t i o n  t h a t  CT  ̂ (H , = (H e  ). ). A n  e x p l a n a t i o n  of  t h e  
s m a l l  v a lu e  of  <7^ f o r  c o m p a r e d  to  t h e  d e u t e r o n  l i e s  in  s m a l l  r m s
r a d i u s  of  H^ (1 .  17 f) a s  c o m p a r e d  t o  t h e  l a r g e  s i z e  of t h e  d e u t e r o n  ( 1 . 9 6  f).
A s  a  n e x t  s t e p ,  we s h a l l  now c a l c u l a t e  f o r  H ^ .  F r o m
E q n .  ( 2 . 4 3 )  we  k n o w  t h a t  f o r  c e n t r a l  f o r c e s
2
-  ( o - d W  = 47*~ J  I - ,)rf.rM
i n t  ’ I - - "  3 Me  \  ‘ '  T P -------
o o J ( 4.  1 2 )
w h e r e  we  h a v e  u s e d < ^ P i - '> =  1 /2  a n d  ^  t e r m  c o m e s  f r o m  t h e  H e i s e n b e r g
J  '  b
s p i n  a v e r a g e
e x c h a n g e  o p e r a t o r .  L e t  u s  n o w  e v a l u a t e  ^ T X . V ( r . j ) r ^  u s i n g
v ( r . .) ± - v  -I 1- -t  .al  . ® iL
' o 2 K r ^
! ★ ( # - K r
i - ( I t r 2, V(r..)S^d'c= -&V LL±_al\^e *2
°  i j  lJ i j  o °  pi. K J °  (4 .  13)
T h e  f a c t o r  2 c o m e s  b e c a u s e  t h e r e  a r e  tw o  n - p  p a i r s .




OO “ ■ ( 4 . 1 4 )
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U s i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  % = R  C o s ©  ; r  = R  S in ©  a n d  c a r r y i n g  o u t  t h e  
i n t e g r a t i o n  o v e r  R ,  we g e t
,2 , T' 2  e i A   ------2r 7 _ V ( ,  1 .2  1 . .  2 v a( 1 ^ a )N .(4 n ) ^ f e ; i  ( S in  6  C O .  9  d o
1 1T  ' V  ij * -TT K L <2jZa<+ 2 K  Sine)'
L 1 J J J oo  °  J T "
-  - 24 J 5  Vq (1 + q)  ( ( i - u 2 ) 1 / 2 u 3d u
K  K «/. L  (1 + c u ) 7
(4 .  15)
w h e r e  u = S in  © a n d  c = = 0.  38 ( I r v i n g  (51 )  T a b l e  I ) ,  T h e  v a lu e  of
t h e  i n t e g r a l  i s  f o u n d  t o  be
( ( l - u 2 ) 1 / 2 u 3 du _ __1_ J 96 + 7 4 1 c 2 + 1 2 0 c 4 ~ 1 2 c 6
)o (1 + c u ) 7 ~ 720  [  (1  * c 2 )5
3 15c (1 + 2 c 2 ) C o s _1c 1 
 ( i  - c Z , - n / z  )
= 2. 58 x  1 0 " 2 (4 .  16)
T h e r e f o r e
M .  24 l 6  V„ ( l  + q ) (? , R . 1 0 - 2 (
7TK-(
= - 0.  55 (4 .  17)
C o m b i n i n g  a l l  t h e  r e s u l t s  we g e t ,
X —.2 2 +.4 K e n [  1 + 0. 55 (x  + | ) ^ ji n t  3 Me
= 4 0  1 + 0. 55 (x  + Z  )^J M e v .  - m b  (4 .  18)
Due t o  th e  l a c k  of  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  we s h a l l  n o t  a t t e m p t  a n y
3 3c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t s  f o r  H o r  He  . We m i g h t  r e m a r k  a t  t h i s
p l a c e  t h a t  du e  to  t h e  a s s u m p t i o n  of c h a r g e  i n d e p e n d e n c e  t h e  r e s u l t s  a r e
t r u e  b o t h  f o r  H 3 a n d  H e 3
C H A P T E R  V
A P P L I C A T I O N S  T O  H e 4
S i n c e  a  d e t a i l e d  s t u d y  of t h e  d e u t e r o n  a n d  t w o  n u c l e o n  s c a t t e r i n g
h a s  n o t  y i e l d e d  a  u n iq u e  n u c l e a r  i n t e r a c t i o n ,  in  r e c e n t  y e a r s  s e v e r a l  
p h y s i c i s t s  h a v e  i n v e s t i g a t e d  n u c l e a r  p r o b l e m s  in v o l v i n g  m o r e  t h a n  tw o  
n u c l e o n s  s o  t h a t  a d e q u a c y  o r  i n a d e q u a c y  of t h e  t w o  b o d y  i n t e r a c t i o n  f o r  
s u c h  p r o b l e m s  m a y  b e  d e m o n s t r a t e d .  S e v e r a l  a t t e m p t s  t o  c a l c u l a t e  t h e  
b i j j d i n g  e n e r g y  of  t h r e e  a n d  f o u r  p a r t i c l e  n u c l e i  u s i n g  a  m i x t u r e  of c e n t r a l  
a n d  t e n s o r  f o r c e s  h a v e  b e e n  m a d e  by  G e r j u o y  a n d  S c h w i n g e r  (4 2 ) ,  F e s h b a c h  
a n d  R a r i t a  ( 4 9 ) ,  C l a p p  (49) ,  H u  a n d  H s u  (1 9 5 1 )  a n d  P e a s e  a n d  F e s h b a c h  
(51) .  P e a s e  a n d  F e s h b a c h  (51)  u s i n g  a  p h e n o m e n o l o g i c a l  n u c l e a r  i n t e r ­
a c t i o n  p o t e n t i a l  due  t o  F e s h b a c h  a n d  S c h w i n g e r  ( 51)  a n d  c o n s i s t i n g  of  
c e n t r a l  a n d  t e n s o r  f o r c e s  of t h e  f o r m
h a v e  d e m o n s t r a t e d  t h a t  s u c h  a n  i n t e r a c t i o n  y i e l d s  a  r e a s o n a b l e  v a lu e  f o r  
t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of t h e  t r i t o n  f o r  the  f o l l o w in g  c h o i c e  of t h e  p a r a m e t e r s
(5 .  1)
- r /  r t
a n d  K( r )  -------' ' r / r t ( 5 . 2 )
VQ . ^  . g.  r c a n d  r t .
r c = 1. 184 f, r^ = 1. 67 f; VQ -  46.  1 M ev .
= 0. 54,  g -  -0 ,  004 ( 5 . 3 )
In r e c e n t  y e a r s ,  I r v i n g  ( 51,  52) h a s  m a d e  tw o  c a l c u l a t i o n s  to  
e v a l u a t e  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of  H e ^ ,  o n e  u s i n g  p u r e l y  c e n t r a l  i n t e r a c t i o n
50
51
o f  th e  Y u k a w a  a n d  e x p o n e n t i a l  t y p e s  a n d  the  o t h e r  u s i n g  F e s h b a c h  a n d  
S c h w i n g e r  i n t e r a c t i o n  p o t e n t i a l  g i v e n  in  (5 .  1).
In o r d e r  t o  m a k e  a  c o m p a r i s o n  b e t w e e n  c e n t r a l  a n d  c e n t r a l  a n d  
t e n s o r  f o r c e  c a l c u l a t i o n s ,  we  s h a l l  c o n f i n e  o u r s e l v e s  t o  Y u k a w a  t y p e  
p o t e n t i a l ,  w h i c h  f o r  t h e  c e n t r a l  f o r c e  c a s e  m a y  b e  w r i t t e n  a s
V ( r  ) = -
r  • / r iI j / r c
C’ i j '  o r . j / r c , ( 5 , 4 )
4
T o  c a l c u l a t e  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of  He , I r v i n g  h a s  a s s u m e d  a n  e x p o n e n t i a l  
t y p e  of w a v e  f u n c t i o n  of  t h e  f o r m .
, 1 /2  f /  , 2 2 2 2 2 2 f / 2 )
$ c = A  « P { - « î <'•l2  + ^ 13 + l• u  + r ^ 3 + r 2 4 + , ^ 3 4 , I  5)
w h e r e  1, 2 d e n o t e  t h e  n e u t r o n  a n d  3, 4  t h e  p r o t o n  c o - o r d i n a t e s .  (W e  a r e  
h e r e  c o n s i d e r i n g  a  s p e c i a l  c a s e  of I r v i n g ' s  (5 1 )  g e n e r a l  c a s e  n a m e l y  n  = o);  
r 1 2 ’ e t C ' a r e  t *ie d i s t a n c e s  b e t w e e n  th e  p a r t i c l e s  1 a n d  2, e t c .  T o  s i m p l i f y  
( 5 . 5 )  I r v i n g  h a s  u s e d  t h e  fo l l o w in g  t r a n s f o r m a t i o n :
- *  “*3 +"*4 -  *2 - M  . -z* _ *2 ~ *TU  = - " '— ^------- ------- » v — —
^ 4  ‘ T 3 —  *1 4 ~*2 +~T4
W = ^ J 7  : R  = 4 ( 5 . 6 )
w h e r e  r ^ ,  r ^ ,  r 3 a n d  r ^  a r e  t h e  p o s i t i o n  v e c t o r s  o f  t h e  p a r t i c l e s  1 , 2 , 3
a n d  4 ,  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  w h e n  a p p l i e d  t o  ( 5 . 5 )  g i v e s
~ N <V 2  e x p  |  - 2  ®£c ( u 2  + v 2  + w 2 ) 1 ^ 2  I  ( 5 . 7 )
1 / 2
b e i n g  th e  n o r m a l i s a t i o n  c o n s t a n t  in  t h e  n e w  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  a n d  
c a n  b e  e a s i l y  d e t e r m i n e d .
2 , , . , 3  ( -4  «C„(u2 + v2 +w 2) 2 . 2  2
d u d v d v ? = N  < 4 ^  ) i e  c u v w d u d v d w = l
( 5 . 8 )
U sin g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n
u = R  S i n e  C o s ^  . 
v  = R  S i n e  S in  .
w *  R  C o s ®  . ( 5 . 9 )
a n d  c a r r y i n g  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n  o v e r  R , o  a n d  » i t  i s  fo u n d  t h a t
N
c  3 k 4  (5 .  10)
In h i s  f i r s t  c a l c u l a t i o n ,  I r v i n g  (51)  fo u n d  t h a t  a  r a d i a l  w a v e  f u n c ­
t i o n  of  a n  e x p o n e n t i a l  t y p e  y i e l d s  a  l a r g e  e x c e s s  b i n d i n g  e n e r g y  i n  t h e  
p u r e l y  c e n t r a l  f o r c e  c a s e .  S in c e  a n  e x p o n e n t i a l  t y p e  w a v e  f u n c t i o n  h a s  a  
c o r r e c t  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r ,  in  h i s  s e c o n d  p a p e r ,  I r v i n g  (52)  h a s  t a k e n  
t e n s o r  f o r c e s  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  a n d  h a s  a s s u m e d  t h e  g r o u n d  s t a t e  w a v e  
f u n c t i o n  t o  b e  a  m i x t u r e  of  t h e  p r i n c i p a l  1§ a n d  t h e  p r i n c i p a l  5 ^ ^  s t a t e .( 1),o  - D q
(A n  a n a l y s i s  of  t h e  v a r i o u s  w a v e  f u n c t i o n s  of  t h e  s t a t e s  t h a t  c a n  o c c u r  i n
t h e  g r o u n d  s t a t e  of  H e ^  i s  g i v e n  b y  G e r j u o y  a n d  S c h w i n g e r  (41) .  ). In  t h e  
a b s e n c e  of t h e  s p i n  o r b i t  c o u p l i n g  d u e  t o  t h e  t e n s o r  f o r c e ,  t h e  g r o u n d
4
s t a t e  of H e  i s  l g  . T h e  i n t r o d u c t i o n  of  a  t e n s o r  i n t e r a c t i o n  g i v e s  r i s e  
t o  s e v e r a l  O s t a t e s ,  b u t  I r v i n g  h a s  c o n s i d e r e d  o n e  w h i c h  h a s  n o  r a d i a l  
n o d e s  a n d  m a y  b e  t a k e n  t o  b e  t h e  p r i n c i p a l  5 ^  s t a t e .  I t s  a n g u l a r  a n d  
s p i n  p a r t  h a s  t h e  f o r m  ( s e e  I r v i n g  (5 2 ) .  ).
°  v J ( 5 . 1 1 )
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a n d ~ ^  = 1 / 2  ( "X^ ^  ) ( "X _ X.  X ) j a t h e  s p i n  w a v e  f u n c t io n .
U s in g  th e  f a c t  t h a t  t h e  t e n s o r  o p e r a t o r  v a n i s h e s  w h e n  i t  a c t s  o n  a  s i n g l e t
s p i n  s t a t e  a n d  a p p l y i n g  th e  t r a n s f o r m a t i o n  (5.  6 ), (5 ,  11) a s s u m e s  th e  m o r e
c o m p a c t  f o r m ,
6 (0- ^ . ~v) (<Fy ”w) + 6 ( 0 ^ .  w) ( c r y  "v) - 4<v*. "w) ( o - . .  a -  )
* ( 5 . 1 2 )
F o r  t h e  r a d i a l  w a v e  f u n c t i o n  in t h e  s p a t i a l l y  s y m m e t r i c  c a s e ,  I r v i n g  (52)  
h a s  u s e d  a n  e x p r e s s i o n  s i m i l a r  to (5. 5). T h e  c o m p l e t e  D s t a t e  w a v e  f u n c ­
t i o n  is  o b t a i n e d  on m u l t i p l y i n g  th e  a n g u l a r  s p i n  p a r t  (5 .  12) w i t h  a  s p a t i a l  
r a d i a l  f u n c t i o n .  T h e  c o m p l e t e  w a v e  f u n c t i o n  r e p r e s e n t i n g  a  m i x t u r e  of
the l c  and 5_1^ states  may be written in the form.
o
, j  1 /2  - Z o ^ u ^ + v 2  + w 2 ) IV -
= ( T T c 7 ! 1  / 2 \  NS e t C ^ ^ v K r j . w ) !
+ 6 (<rr w) (0 =3 .7 )  - 4*7. w) (O^. N q 2  e 2 P*U +V +W * }
(5 .  13)
where determ ines the amount o f 'D' state in the mixture,  assuming
S a n d  D w a v e  f u n c t i o n s  to  be  n o r m a l i s e d  to  u n i ty  s e p a r a t e l y .  T h e  n o r m a l i s a -  
1 / 2
t io n  c o n s t a n t  Ng i s  e v a l u a t e d  a s  in th e  c e n t r a l  f o r c e  c a s e  (S e e  E q n .  (5 .  1 0 ) . ) .
N -  = 2
6 ^ 9
S 3 * 4  (5 .  14)
a n d  i s  d e t e r m i n e d  a s  f o l l o w s .
T  a A/  2 2 2 . 1 / 2  «■
D j e  P u v w  d u  d v d w ^ 1 | 5 ^ 1>^>= 1.
(5.  15)
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F r o m  the a p p e n d ix ,  the s p in  m a t r ix  e l e m e n t
|  5jJ*> ^  = 72 v2 + 24 "w)^ {5. 16)
T h e r e f o r e
00 2 2 2 V2
N „ f  « ' 4 ^ (U + V + W  > { 7 2 ^ w 2 + 2 4 ( ? . w ) 2 }  d i T d ? d t f .  I
A p p l y i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 5 . 9 )  a n d  c a r r y i n g  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n s  we
g e t  2 7 f t13
N D 52 34 A4 (5 .  17)
U s in g  P e a s e - F e s h b a c h  (51 )  p a r a m e t e r s  (5 .  3) ( a l s o  s e e  C h .  II).
I r v i n g  (52 )  h a s  m a d e  a  v a r i a t i o n  c a l c u l a t i o n  o n  th e  b i n d i n g  e n e r g y  of  t h e
a l p h a  p a r t i c l e .  I r v i n g  h a s  b e e n  a b l e  t o  f i t  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of  t h e
a l p h a  p a r t i c l e  r e a s o n a b l y  w e l l  w i t h  Jt = 194 f  * a n d  J6 = 1 . 7 9 2  f  *.
4
W ith  t h e s e  p a r a m e t e r s ,  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of  He  t u r n s  o u t  t o  b e  24 .  2 
M e v .  w h i c h  i s  f a i r l y  c l o s e  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e .  T h e  i n c l u s i o n  of
■ I
a  s e c o n d  D s t a t e  ( C l a r k  53)  l e a d s  t o  a  f a i r l y  l a r g e  i n c r e a s e  i n  b i n d i n g  
e n e r g y  ( 2 9 . 8 7  M e v .  ) of  t h e  H e 4 n u c l e u s ,  c o m p a r e d  t o  th e  v a l u e  ( 2 0 . 8 5
I i
M e v .  ) w h e n  o n ly  one D s t a t e  i s  i n c l u d e d ,  u s i n g  d i f f e r e n t  t r i a l  w a v e  f u n c ­
t i o n s  t h a n  t h o s e  u s e d  b y  I r v i n g .
We s h a l l  f i r s t  in  t h e  f o l l o w i n g  m a k e  a  c o m p a r i s o n  o f  th e  r m s  
r a d i u s  c a l c u l a t e d  f r o m  th e  w a v e  f u n c t i o n s  (5 .  7) a n d  (5 .  13) w i t h  t h e  s i z e  
of  th e  a l p h a  p a r t i c l e  m e a s u r e d  b y  B l a n k e n b e c l e r  a n d  H o f s t a d t e r  (5 6 ) .
B l a n k e n b e c l e r  a n d  H o f s t a d t e r  h a v e  m a d e  m e a s u r e m e n t s  o n  t h e  s c a t t e r i n g
4
o f  e l e c t r o n s  f r o m  t h e  a l p h a  p a r t i c l e  in  H e  g a s  a t  4 0 0  M e v .  a n d  a  f o r m  
f a c t o r  a n a l y s i s  of t h e i r  d a t a  g i v e s  a n  r m s  r a d i u s  of 1 .6 1  f e r m i s  f o r  t h e  
H e 4 n u c l e u s .  In o r d e r  to  m a k e  a  c o m p a r i s o n ,  we  s h a l l  h a v e  t o  c a l c u l a t e
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< ( r - " R ) Z>  o r < ( r  -R> >  w h e r e  r a n d  r . a r e  the p r o t o n  c o - o r d i n a t e s  
-J 4 OO 3 *
in the  H e 1 n u c l e u s
F r o m  £ q n .  ( 5 .  6) ,  i t  i s  e v i d e n t  that  
—* -r* u w
r 3 " R _ 2  '  r>
r 4 " R " 2 J T  (5 18)
S i n c e  < ( T  - R ) 2 >  = < ( 7 *  -~R)2 y  we  c o n c l u d e  that  the  e x p e c t a t i o n
^  ^  00  ,J°  2 2
v a l ue  o f  <C(w . u) "> s h o u l d  b e  z e r o  and we h a v e  t o  e v a l u a t e  —  + ----  x>
o o  4 2 >o
F o r  the c e n t r a l  f o r c e  c a s e  (5 7)
2 > - xr- -  &E a.
'  (u / 4 4 w / 2 ) >   — = o  * \ 0  c-wx.
o o
w h e r e  we  h a v e  u s e d  = 1  511 f " 1c
T h e r e f o r e
r « r 3 -~ R) 2 > ; c = 0 78  1 (5 19)
F o r  the  t e n s o r  f o r c e  c a s e  (5 13)
> ='oo ( 1 + C - )
•+ ^L_ \  - ----- 1------^  J f  v_ ( u V 4 4  w “ / 2 )  1  d u  d V d w  H
^ 4  2 S n n  (  + C ' i  \ s  b
C 2 j ^  (u2 /4- 4 w 2 / 2 ) "S^ d "u, cl v cl w j
< _ i l ,  * 8 ^ ) J —I (—̂ 4 + 15 ) < c ;i -2 1, i 35.
( 1 4 C 2 ) I 3 2 r/,2 1 6 * ^  3 2 f i 1- 16 |V
(6  2 0 )
U s i n g  <=L= 1 9 4  f , p> = 1 79 2 f a n d  C = - 162
+ \  =  \-- ( 0 8 6 5  + 0 2 3 2 )  f 2 t 0 9 8 2 9  f 2 ( 5  21)
4 2 < j 0 1 0 26 2
T h e r e f o r e
| < ( r \  -  R )  >  -  9' i  f = 1 O fJ ’ oo
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w h i c h  i s  a p p r e c i a b l y  l a r g e r  t h a n  (5.  19) b u t  a b o u t  2 / 3  of  th e  e x p e r i m e n t a l  
v a l u e .  D a l i t z  a n d  R a v e n h a l l  ( H o f s t a d t e r  56) h a v e  r e c e n t l y  c o m p u t e d  a n  
r m s  r a d i u s  f r o m  t h e  w a v e  f u n c t i o n  of C l a r k  (53)  who a l s o  u s e d  a  v a r i a ­
t i o n a l  m e t h o d  to  f i t  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of t h e  a l p h a  p a r t i c l e .  T h e  r e s u l t ­
i n g  r a d i u s  i s  f o u n d  to  b e  2 / 3  o f  t h e  r e q u i r e d  s i z e .  S in c e  C l a r k  (53 )  h a s  
i n c l u d e d  tw o  D s t a t e s  i n  h i s  w a v e  f u n c t i o n  w h i l e  I r v i n g  h a s  u s e d  o n ly  
o n e ,  we c o n c l u d e  t h a t  t h e  a d d i t i o n a l  D s t a t e s  h a v e  l i t t l e  e f f e c t  on  t h e  r m s  
r a d i u s  of t h e  a l p h a  p a r t i c l e  ( A l s o  n o te  in  E q n .  ( 5 . 2 )  t h a t  th e  p r i n c i p a l  
D s t a t e  c o n t r i b u t e s  o n ly  2 - 1 / 2  p e r  c e n t  to  th e  m e a n  s q u a r e  r a d i u s ) .
T h e r e  a r e  s e v e r a l  p o s s i b i l i t i e s  f o r  t h i s  s e r i o u s  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  
t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t .
1) I r v i n g  a n d  C l a r k  b o th  h a v e  n o t  i n c l u d e d  t h e  f i n i t e  s i z e  of 
th e  p r o t o n  ( 0 . 7 7  f).  A n  i n c l u s i o n  of t h i s  f i n i t e  s i z e  of th e  p r o t o n ,  b u t  
t r e a t m e n t  of t h e  n e u t r o n  a s  a  p o i n t - c h a r g e  i n c r e a s e s  t h e  r m s  r a d i u s  of  th e  
o£ p a r t i c l e  t o  a b o u t  1. 30 f; w h ic h  is s t i l l  0. 30 f b e l o w  th e  e x p e r i m e n t a l  
v a lu e .  ( T h i s  p r o c e d u r e  g i v e s  a g r e e m e n t  w i th  M c I n t y r e ' s  (56)  m e a s u r e ­
m e n t s  of e l e c t r o n - d e u t e r o n  s c a t t e r i n g ;  b u t  i t  v i o l a t e s  t h e  a s s u m p t i o n  of 
c h a r g e  s y m m e t r y  i n  n u c l e a r  p h y s i c s ) .
2) R e c e n t l y  Y a m a d a  e t  a l  (56)  h a v e  c a l c u l a t e d  t h e  e f f e c t  o f  h a r d
3 3c o r e  o n  th e  b i n d i n g  e n e r g y  of H '  a n d  He a n d  t h e y  f in d  t h a t  the  h a r d  c o r e  
r e d u c e s  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  of H a n d  w i th  p r o p e r l y  c h o s e n  p a r a m e t e r s
3
d e c r e a s e s  t h e  c o u l o m b  e n e r g y  of He b y  25 peT c e n t  to  g iv e  t h e  e x p e r i ­
m e n t a l  v a l u e .  The  r m s  r a d i u s  of t h e  3 - b o d y  s y s t e m  i s  i n c r e a s e d  b y  
r o u g h l y  25 p e r  c e n t .  We t h e r e f o r e  b e l i e v e  t h a t  in  a d d i t i o n  to  a l l  th e  D
57
s t a t e s ,  a n  i n c l u s i o n  of h a r d  c o r e  m i g h t  p o s s i b l y  l e a d  t o  t h e  r i g h t  b i n d i n g  
e n e r g y  a n d  r m s  r a d i u s  of t h e  X  p a r t i c l e .
3) A  t h i r d  a l t e r n a t i v e  w i l l  b e ,  a s  s u g g e s t e d  b y  M c I n t y r e  (5 6 )  
to  a s s u m e  t h a t  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  f o u n d  f r o m  s c a t t e r i n g  e x p e r i m e n t s  a t  
h i g h  e n e r g i e s  ( 4 0 0  M e v .  ) c a n n o t  b e  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  th e  f o r
s o l u t i o n  of t h e  n u c l e a r  S c h r o d i n g e r  e q u a t i o n .  ( Y e n n i e ,  L e v y ,  R a v e n h a l l ,  
u n p u b l i s h e d ) .
A s  a  n e x t  s t e p ,  we s h a l l  no w  c a l c u l a t e  t h e  £ - 1  b r e m s s t r a h l u n g  
w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n  crj-, f i r s t  w i th  c e n t r a l  (5 .  5) a n d  l a t e r  on  w i th  
t e n s o r  w a v e  f u n c t i o n s  (5 .  13).
M o d i f y in g  E q n .  (2 .  54) s l i g h t l y ,  we f i n d  t h a t
_ c _ 4 7^2 “ 2
< < f =  S . 4 < V * >  < * • « >
B u t  f r o m  (5.  18)
( r 3 -~R) + <r^  - A)  = u 
T h e r e f o r e  f o r  th e  c e n t r a l  f o r c e  c a s e
oo
= 1 ^ 1  ( e 2 / h c )  ( 1 5 / 8 « / c 2 ).
= 0 . 8  m b .  ( 5 . 2 3 )
F o r  th e  t e n s o r  c a s e
< - “ 2 > o o  = H T c p r  [  “ 2 +s d 3 d ,d "  + ° z  I ' d ' i Dd“ d 7 d S J
J 5 + 2 1 C 2 1
s j ?  + 6 p.2  J ( 5 . 2 4 )( 1 + CT )
(S e e  Eqn. 5. 20)
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T h e r e f o r e
T 4 7^2 , e 2 t 1 , 15 . 21 C? 4
c r \ = — ; \ T T T I  T i — 7=r?x '  o"77 + O1 I3 ‘E c “ ) T T T C 2 ) ' 8 T 2 + 8 j i ­ t s . 25)
S u b s t i t u t i n g  th e  v a l u e s  of  d  , C  a n d  ^  , we g e t
0 -  T = 1. 23 m b .  (5 .  26)
b
w h i c h  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  t e n s o r  f o r c e  t e n d s  t o  i n c r e a s e  t h e  £ - 1
b r e m s s t r a h l u n g  w e i g h t e d  c r o s s  s e c t i o n .  S i n c e  t h e  s p i n  of a l p h a  p a r t i c l e
i s  zero ,  t h e r e f o r e  t h e r e  a r e  no  m a g n e t i c  d i p o l e  t r a n s i t i o n s .
T o  e v a l u a t e  0 ^ n t . we s h a l l  go b a c k  to  E q n ,  (2 .  53)  a n d  a p p l y  i t
t o  th e  a l p h a  p a r t i c l e  w a v e  f u n c t io n .  S i n c e  f o r  a n  a l p h a  p a r t i c l e
< ^ P M >  ---- > 1 a n d  <(PH >  — * 1 / 2
<>o X  ' o o
We g e t
w h i c h  f o r  th e  c e n t r a l  f o r c e  r e d u c e s  to  ( x 1 = o; y* * O).
(<TCdW * 2 x-2 ' 2*' j l -  M<x + r / 2 > r ^ r y  ( ,  ) r ^ 1 IJ Me [ 3^2  L i J C i j  i j  J T
( 5 . 2 7 )
( 5 . 2 8 )
N o w
< Z Z 1 V  ( r  . ) r 2, \  = ( x  H v  ( r . . ) r 2 ' W r d u d y d w
X  IJ C ' o o  ) o 1 j  c l j  lj-» O
U s in g  ( 5 . 4 ) ,  a n d  (5 .  7) we g e t
t 7 7 2
( -4<*-(u +v +w ) - r . J r '  >
<  H  V ( r ,  , ) r  >  = -4  V N *--------  ■ ■ ■,   -C T ^ d u d t d Z
( 5 . 2 9 )
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S i n c e  th e  v a lu e  of (5 .  29)  i s  u n a l t e r e d  b y  i n t e r c h a n g i n g  r ^  a n d  r ^ ,
th e  i n t e g r a l  b e c o m e s
2 (  e"4cO U + v  + w I - r J T '
< T f Vc ( r i j ' r i j  ;>  -  - 4  VoNc \ ------------( r 3 , / r V  )--------------- T*  d“ dV~df 5
■4 >/ ( u^+v^+w^) ^  - r  ,j/r_
r - J  du  dv*d
( 5 . 3 0 )
U s in g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  (5 .  6) a n d  ( 5 . 9 )  a n d  c a r r y i n g  o u t  th e  i n t e g r a ­
t i o n s  ove  r  R  a n d  op , we  g e t
< n v c ( V * Y >  ■ - 9  ' A  <*'> ( S - 3 , »
t
w h e r e  A  ( a 1) ■ ( ( * ~ u ^)— u?n ^ u
V  ( a '  + u ) i 0
a '  = (2 X 2  <=̂c r ^ )  ; u  = c o s e  (5 .  32)
a n d  th e  v a l u e  o f  A ( a ' )  i s  g i v e n  in  t h e  a p p e n d i x  B 
c 2 ?\2 e 2fc f  , M f c M e ^ V o  7t.4 l
in t  Me L 3ti 2 / r ’ ) 11 1
E v a l u a t i n g  t h i s  n u m e r i c a l l y ,  we o b t a i n
0 -inCt = 60 ^  1 + 0.97CX-1-Vfc')"l ( 5 . 3 3 )
T
We s h a l l  n o w  c a l c u l a t e  o r  .. w i t h  t e n s o r  f o r c e s  a n d  w a v e  f u n c t i o n sin t
< ^ v ( v r ‘ j  >  = a r &  ! { i +
( ~ r s  + c - ' t i )  d t  t 5 ’ 3 4 >O D
d r + i C *
+ c 2 *  l i f i F y  v  j i ( r ? v t , r ^ r ^ d c ]
( 5 . 3 5 )
T h e  e v a l u a t i o n  of  th e  i n t e g r a l s  i s  f a i r l y  s t r a i g h t  f o r w a r d .  We
d t
60
s h a l l  e v a l u a t e  t h e m  in  t h r e e  c a s e s  h e r e
— j* J j*
, i )  2 C V, -  - V V oS. (5  J 6 )
J *J X
T h e  e x p r e s s i o n  m a y  b e  w r i t t e n  a s
-8 *  c  * .  v . J t f  « _ ! l 0  ^  < 1S ;  \ s 13 |  s DJ>‘ »>  d r
( 5 . 3 7 )
B u t  f r o m  th e  a p p e n d i x  ' A 1, t h e  s p i n  m a t r i x  e l e m e n t
< I s 1 ' S * 3 1 5 d ‘ , > =  - 6 < r ,  . ? 2 )
°  °  x  r 13 ( 5 . 3 8
a n d  s i n c e  th e  v a l u e  of  th e  a b o v e  i n t e g r a l  i s  u n c h a n g e d  b y  i n t e r c h a n g i n g  
r ,  a n d  r . ,  th e  a b o v e  e x p r e s s i o n  b e c o m e s  , ,  «—
4 j a  I A  f . - ^ ♦ P K « 2+ v * + . J) W - J l f  r
- 8  V  C V N „  N  '  x '  - 2 ----------------— ^ - 1  18j  “ >
1 o S D J ( - r 2 / r t ) w  L I  w 2
_ (w/v)^  .  6 | u 2 - 1 / 2 ( v2 +w 2 ) ^ " J ( 2 w 2 ) d u d v d w  ( 5 . 3 9 )
T h i s  e x p r e s s i o n  i s  t h e n  e v a l u a t e d  b y  u s i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 5 . 9 )  a n d  
we g e t
(12)  ! 7T. 1/2 1/2
  V C V q x ' N s  %  » < • >
w h e r e  O (e)  d e n o t e s  t h e  i n t e g r a l .
D ( e )  *  (  t 1 -  UV  “ 5 d u
K (e  + u ) 1^ ( 5 . 4 0 )
w h e r e  e = -T2 ( o£+ f i ) r^ a n d  u = c o s ©  a n d  t h e  v a l u e  of t h e  i n t e g r a l  i s  
g i v e n  in  t h e  a p p e n d i x  B .  S i m i l a r l y  we c a n  s h o w  t h a t
X ( V  ( *  *  ( V l r ^ r 2 ) - ^  d r  = - V° NS ( 1 “i 1 O s t a ' )
J s \  1 J  c J l J S ( J T / r c ) 11
( 5 . 4 1 )
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i
S' 2 2 3( 1 - u  ) U. ftdu g i v e n  i n  the  a p p e n d i x  B
i>(a'  + u ) 10
a n d  a 1 = 2 J*2 ^ r c )- N ow  c o n s i d e r i n g  t h e  t h i r d ^ t e r m
- 4 P ( u2+v2 +wV /Z- J 1
( «̂f3 w j
,  ( *  ,  7 f  - 4 p ( U + . V + w |  - J ^ _ W
c  X (V c ( r i j ) r i ? l D  d ^ = * 4 C VoN D *j-5------------------------------- ^
^72  v 2 w 2 + 24 ( "v. w )2]  d u d v d w  ( 5 . 4 2 )
w h e r e  th e  v a l u e  of  t h e  s p i n  m a t r i x  e l e m e n t  h a s  b e e n
u s e d  f r o m  t h e  a p p e n d i x  A.
A p p l y i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  ( 5 .$ )  a n d  c a r r y i n g  ou t  t h e  i n t e g r a t i o n  
o v e r  R  a n d  Of , w e  g e t




( « T 2 / r c ) ( 5 . 4 3 )
2 ,3  5
w h e r e  F ( a )  = (  I —  U : a  = 2 J ~ 2  ^  r  .
( a  + u ) 14
a n d  t h e  v a l u e  o f  t h e  i n t e g r a l  i s  g i v e n  i n  th e  a p p e n d i x  B .
We s h a l l  n o w  e v a l u a t e  th e  f o u r t h  t e r m  C 2x '  ( N r  T-( V . ( r ,  , ) r  2 )
) 7D \  i J t  i j  i j 7
S u b s t i t u t i n g  t h e  v a lu e  of Vt ( r . ^ )  ( 5 . 3 6 ) ,  we g e t
V
We s h a l l  e v a l u a t e  t h i s  i n t e g r a l  i n  tw o  s t e p s ,  f i r s t  w h e n  S . ;  i s  S a n d  S-»4i j  12
F o r  t h e s e  c a s e s ,  t h e  i n t e g r a l  r e d u c e s  t o
- V x ' V 0N DC 2 j ^ ( f  f  - i j )  %  <5 - 4 4 >
■4 [ ^ ( u ^ + v ^ + w 2 ) ^ 2 - r  1 2  / r t
■ ^ 'V 0x'NDC2 j ^ ---------------- < ^ 1)| s u l ^ ’>-212d ?:
( 5 . 4 5 )
62
B u t f r o m  the a p p o a d ix  'A'
< 5 D( 1 ) |  S 1 2 l 5 D > >  = ' 2 4 { 3 v2w 2  + 5 ) 2 \  ( 5 *46)
I n s e r t i n g  th e  v a lu e  o f  th e  s p i n  m a t r i x  e l e m e n t  i n  { 5 . 4 5 )  a n d  a p ­
p l y in g  th e  t r a n s f o r m a t i o n  { 5 . 9 ) ,  we g e t  on c a r r y i n g  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n  
o v e r  R  a n d  CSf ■
2 3 ^ 4 (14)  V V 0N d C 2 x ' {13) ! G (a>
( - T 2 / r t ) 15 ( 5 . 4 7 )
I
G (a ' )  = ( <1 “ 2 )3" 5du  ; £  = z f z  P> r ,
( a  + u) *
a n d  th e  v a l u e  of t h e  i n t e g r a l  i s  g i v e n  in  t h e  a p p e n d i x  B .
C o n s i d e r i n g  t h e  o t h e r  tw o  t e r m s  (S j- j  a n d  S ^ )  we c a n  w r i t e  the 
i n t e g r a l  in  th e  f o r m
\
w h e r e  / 2,3  5
r  . a  . 2 2 2,1/2
f  e - ‘ S5 ( “  t . “| - r n / r t  2 ^  *(1), , , ( 1 1 ^
- 2 V N DCZ )  8------------< ^ 7 7 ^ ----------------------  r ‘ 2 < 5 P ,  13 o  >
( 5 . 4 8 )
w h e r e  f r o m  th e  a p p e n d i x  A,  we k now  t h a t  th e  s p i n  m a t r i x  e l e m e n t  
< 5 ^ 1 > |  s 1 3 | 5 d ^ >  =  j 4 2  < ^ V • V 2 - 1 8  t l -  7 2  ( 7 1 3 - ? 1 >  ( r 1 3 -
L« ? 1 r 13>- ^ z l
 2---------------
r  13 ( 5 . 4 9 )
S u b s t i t u t i n g  ( 5 . 4 9 )  in  ( 5 . 4 8 ) ,  we h a v e  o n  i n t e r c h a n g i n g  r  j a n d  r ^
- 4 p ( i ^-fvZ, w 2l 1/2 - r 3 4 / r t ;  ̂ - <  - g  z  loC>2 0 2
( r 3 4 / r t )
7 f f t ( i r  + + n  *77* *7? 2 r,2  
- z w 0 * n d c  < * , . ? / -  18 V
2
r 34 34 I
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O n a p p l y i n g  t r a n s f o r m a t i o n  ( 5 . 9 )  a n d  c a r r y i n g  o u t  t h e  i n t e g r a t i o n s  
o v e r  R  a n d  we g e t
- U l ' N D V0 C 2 2 3 ^ 4 (1 3 )  I
--------------------- p . ---------------------  t a  f
( » l 2 / r t ) ( 5 . 5 0 )
w h e r e  G (a ' )  i s  t h e  s a m e  a s  in  ( 5 . 4 7 )
C o m b i n i n g  a l l  the  r e s u l t s  ( 5 . 4 0 ) ,  ( 5 . 4 1 ) ,  ( 5 . 4 3 ) ,  ( 5 . 4 7 ) ,  ( 5 . 5 0 )
we g e t
l i t
<77 =i n t  Me
A  [  j + M i  (12)  1 2 5 7X4 V C V ^ s ^ N ^ l X e )  ( x '+ y  72)  ̂
c L T P \  ( - T 2 / r t ) n
+ (x  + y/2)NS ( l * g ) 2 V ( 9  !)V0 £ ( a ' )  2 0 C 2 V0 26 7^1^(13)  ! F(s)(x + y/2) 
( J l / r ^ 11 + ( ^ 2 / r c ) 15
t ' N D V 0C 2 2 3 * * ( 1 3 ) !  G(a ) (x 1 + y 7 2 )
( 4 " 2 / r t ) 15 I J  ( 5 . 5 1 )
E v a l u a t i n g  i t  n u m e r i c a l l y  we g e t
( j -  = 60 f 1 + 0 .  1815 (x '+y /2)  + 0. 6710  (x  + y/2) + 0. 0 2 4 0 ( x  + y / 2 )i n t  I
+ 0. 0001 ( x ’ + y 1 /2 )
= 60 £ l  + . 695 (x  + y/2) + . 182 ( x '  + y ' / 2 ) j M e v .  - m b  (5 .  52)
L e v i n g e r  (54)  h a s  m a d e  a  s u m  r u l e  c a l c u l a t i o n  of e l e c t r i c  d i p o l e  
t r a n s i t i o n s  in  t h e  n u c l e a r  p h o t o e f f e c t  u s i n g  a  s i m p l e  h a r m o n i c  o s c i l l a t o r
A
i n d e p e n d e n t  p a r t i c l e  m o d e l .  F o r  th e  p a r t i c u l a r  c a s e  of  H e  he f in d s  t h a t
<J~ = 2 .  3 m b .  
b
F o r  t h e  n u c l e a r  r a d i u s  p a r a m e t e r  r Q = 1 . 2 ,  a n d  q u a s i - Y u k a w a
p o t e n t i a l  he  f in d s  t h a t  err . = 60 1 1 ■+ 0. 84x  \ w h i le  f o r  r  = 1. 5; <rr  ̂=in t  L i  o ’ m t
60 ^1  -t 0. 72x  J .  A  c o m p a r i s o n  w i th  o u r  r e s u l t s  s h o w s  t h a t  th e  tw o
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r e s u l t s  a r e  c o m p a r a b l e .  We m i g h t  r e m a r k  a t  t h i s  p o i n t  t h a t  L e v i n g e r ' s
w a v e  f u n c t i o n  d i d  n o t  h a v e  a n y  c o r r e l a t i o n s  b e t w e e n  n u c l e a r  p a r t i c l e s ,
w h i l e  o u r  w a v e  f u n c t i o n  d o e s  h a v e  s o m e  c o r r e l a t i o n .
A s  a  l a s t  s t e p  in  t h i s  c h a p t e r ,  we s h a l l  m a k e  a  c o m p a r i s o n  w i t h
4
v a r i o u s  e x p e r i m e n t s  o n  t h e  p h o t o d i s m t e g r a t i o n  of  He n u c l e u s ,  e x p e r i ­
m e n t s  on th e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of a l p h a  p a r t i c l e  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  
b y  F u l l e r  (5 4 ) ,  O s b o r n e  (5 5 ) ,  H a l p e r n  e t  a l  ( 5 4 ) ,  B e n e d i c t  a n d  W o o d w a r d  
(51 )  a n d  S m i t h  a n d  B a r t o n  ( 5 5 ) .  B e n e d i c t  a n d  W o o d w a r d  m e a s u r e d  th e  
c r o s s  s e c t i o n s  f o r  t h e  p r o d u c t i o n  of p r o t o n s  f r o m  He u s i n g  t h e  b r e m s - 
s t r a h l u n g  b e a m  of  t h e  C o r n e l l  s y n c h r o t o n  f o r  p h o t o n  e n e r g i e s  r a n g i n g  
f r o m  a b o u t  45 t o  120 M e v .  a n d  h a v e  e x p r e s s e d  t h e i r  r e s u l t s  in  t e r m s
o f  d i f f e r e n t i a l  c r o s s  s e c t i o n s .  We c a l c u l a t e  t h e  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n  f r o m
2
t h e i r  g r a p h  b y  a s s u m i n g  a n  a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n  of t h e  f o r m  ( a  + b  S i n  ® ).
F u l l e r  (5 4 )  i r r a d i a t e d  h e l i u m  g a s  a t  a t m o s p h e r i c  p r e s s u r e  w i t h  2 6 * 2 9 ,  a n d
4 0  M e v .  b r e m s  s t r a h l u n g  s p e c t r a  a n d  m e a s u r e d  th e  e n e r g y  a n d  a n g u l a r
d i s t r i b u t i o n s  o f  t h e  p r o t o n s  p r o d u c e d  b y  t h e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  o f  H e ^
u s i n g  n u c l e a r  e m u l s i o n  t e c h n i q u e .  T h e  r e s u l t s  of  h i s  m e a s u r e m e n t s
w e r e  r e a d  f r o m  a  c u r v e  f o r  0"^o t a  ̂ vs  p h o to n  e n e r g y .  ( T h e s e  <j- ' s  a r e
i n c r e a s e d  b y  2 0  p e r  c e n t  d u e  to  r e c a l i b r a t i o n  of  t h e  p h o t o n  m o n i t o r  •-
p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n ) .  B o t h  W o o d w a r d  a n d  F u l l e r  o b t a i n  p h o t o n
e n e r g i e s  u s i n g  th e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  d o m i n a n t  r e a c t i o n  g i v i n g  p r o t o n s  
4 3i s  H e  ( V . p) H e  . F u l l e r  h a s  c h e c k e d  t h i s  a s s u m p t i o n  in  h i s  e n e r g y  
r a n g e  b y  u s e  o f  d i f f e r e n t  b e t a t r o n  e n e r g i e s .  H a l p e r n  e t  al (54)  m e a s u r e d  
th e  c r o s s  s e c t i o n  f o r  t h e  photodisintegration of He b y  d i r e c t  d e t e c t i o n  of
65
t h e  o u tg o in g  n e u t r o n s  a n d  a n a l y z e d  t h e i r  y i e l d  c u r v e  b y  t h e  p h o t o n  d i f ­
f e r e n c e  m e t h o d .  We h a v e  r e a d  t h e i r  c r o s s  s e c t i o n s  a l s o  f r o m  t h e i r
4
c u r v e  of p h o t o n e u t r o n  c r o s s  s e c t i o n  f o r  H e  . d e S a u s s u r e  a n d  O s b o r n e
4 3h a v e  i n v e s t i g a t e d  t h e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  r e a c t i o n ^  + He —>He + n 
b y  m e a s u r i n g  t h e  e n e r g y  a n d  a n g u l a r  d i s t r i b u t i o n  of  t h e  H e ^  r e c o i l  n u c l e i  
f o r  p h o t o n  e n e r g i e s  b e t w e e n  40  a n d  120 M e v .
S m i t h  a n d  B a r t o n  ( (55)  a n d  p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n )  h a v e  
m e a s u r e d  p r o t o n  y i e l d  a n d  n e u t r o n - p r o t o n  c o i n c i d e n c e s  f r o m  a l p h a  
p a r t i c l e s  i r r a d i a t e d  b y  285 M e v .  b r e m s s t r a h l u n g .  A n a l y s i s  o f  the  
n e u t r o n  p r o t o n  c o i n c i d e n c e s  f o r  65 M e v .  p r o t o n s  on  t h e  q u a s i - d e u t e r o n  
m o d e l  g i v e s  a n  a l p h a  p a r t i c l e  c r o s s  s e c t i o n  of 0. 2 m b  a t  a  p h o to n  e n e r g y  
of  180 M e v .  S i n c e  s o m e  p r o t o n s  w e r e  n o t  in  c o i n c i d e n c e  w i t h  n e u t r o n s ,  
S m i t h  s u g g e s t s  u s i n g  a  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n  a b o u t  50 p e r  c e n t  l a r g e r ,  
i . e . ,  0.  3 m b .
(In  t h e  f o l l o w in g  we s h a l l  a s s u m e  th a tO " (V ,  n) = QT( V ,  p) f o r  
t h e  p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of H e ^ .  T h u s  we d o u b le  t h e  p r o t o n  c r o s s  s e c t i o n s  
o f  W o o d w a r d  a n d  of F u l l e r  a n d  t h e  n e u t r o n  c r o s s  s e c t i o n s  of  H a l p e r n  a n d  
o f  O s b o r n e  t o  f i n d  t h e  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n s  of p h o t o d i s i n t e g r a t i o n  of t h e  
a l p h a  p a r t i c l e ) .
C o m b i n i n g  a l l  th e  m e a s u r e m e n t s ,  we  k n o w  t h e  t o t a l  c r o s s  
s e c t i o n  f r o m  t h r e s h o l d  t o  150 M ev .  , w i t h  a  s t a n d a r d  e r r o r  of  a b o u t  10 
p e r  c e n t  f o r  th e  b e t t e r  m e a s u r e m e n t s .  T h e  m e a s u r e m e n t s  a r e  n o t  c o m ­
p l e t e l y  c o n s i s t e n t  ( a s  s h o w n  in  t h e  F i g .  3).  M o r e  e x p e r i m e n t a l  m e a s u r e ­
m e n t s  a r e  in  p r o g r e s s  ( G o l d w a s s e r ,  p r i v a t e  c o m m u n i c a t i o n ) .  We h a v e
x h a l p e r n
a  FULLER 
|  OSBORN 








c a l c u l a t e d  n~ a n d  <y~, f r o m  the  p r e l i m i n a r y  c u r v e  s h o w n  in  F i g .  3 a n d  
b i nt
t he  f o l l o w i n g  t a b l e  s h o w s  a c o m p a r i s o n  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t s .
_______________________________^ b ___________ _______________  ^"lnt________________
E x p e r i m e n t  2 . 7  m b  124 M e v .  - m b
C e n t r a l  0 . 8  m b  6 0 ^ 1  + 0 . 9 7  (x + y / 2 ) ^
C e n t r a l  a n d  t e n s o r  1. 23 m b  60 f l  + 0. 695 (x + y / 2 ) *
+ 0. 182 ( x ’ + y 7 2 ) ]
A s s u m i n g  x = x 1, y = y ' ,  we f i n d  t h a t  t h e  v a r i o u s  m i x t u r e s  g i ve  
t he  f o l l o w i n g  v a l u e s  f o r  CF
C   T
M i x t u r e  ° i n t  ( M e v  *m b ) ^ Tn t  { Me v .  *mb)
S e r b e r  8 8 . 8  8 6 . 3 1
Ingi i s  106 5 102. 0 M e v .  - m b
R o s e n f e l d  106. S 1 0 2 . 0  M ev .  - m b
A c o m p a n s o n  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  s h o w s  a s e r i o u s  
d i s c r e p a n c y  m  <j~ ^  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  t h o u g h  t h e r e  i s  a  
la i i ' y  g o o d  a g r e e m e n t  b e t w e e n  the t w o  f o r  cr~.  ̂ f o r  I n g l i s  a n d  R o s e n f e l d  
m i x t u r e s .  T h e  l a r g e  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  f o r  
m a y  be  e x p l a i n e d  due  to  t he  s m a l l  r m s  v a l u e  a l p h a  p a r t i c l e  g i v e n  
by I r v i n g ’s w a v e  f u n c t i o n s .
A s  d i s  c u s s e d  a b o v e ,  t he  i n t e r p r e t a t i o n  of I r v i n g ' s  s m a l l  r m s  
r a d i u s  is no t  c o m p l e t e l y  c l e a r  a t  p r e s e n t .  M c I n t y r e  (56)  h a s  r e c e n t l y  
a n a l y s e d  the  e l e c t r o n  d e u t e r o n  s c a t t e r i n g  s u c c e s s f u l l y  t r e a t i n g  the  
pru. iun a s  a s j n e a d  out  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  n e u t r o n  a s  a p o i n t
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c h a r g e .  If we  s t a r t  f r o m  H o f s t a d t e r ' s  m e a s u r e d  r m s  r a d i u s  o f  I .  61 f 
a n d  f o l l o w i n g  M c I n t y r e  s u b t r a c t  t h e  c o n t r i b u t i o n  d u e  t o  t h e  p r o t o n ' s  
r a d i u s ,  we  o b t a i n  a n  a l p h a  r m s  r a d i u s  of  j  (1 ■ 61 )2 - (0 .  7 7 ) 2 = 1 . 4 0  f. 
( T h e  s u b t r a c t i o n  of m e a n  s q u a r e  r a d i i  i s  j u s t i f i e d  f o r  G a u s s i a n  c h a r g e  
d i s t r i b u t i o n s ,  w h i c h  a r e  n o t  in  d i s a g r e e m e n t  w i t h  H o f s t a d t e r ' s  m e a s u r e *  
m e n t s ) .
2 2 — —
F o r  c e n t r a l  f o r c e s  ( - J — ) % -  ( r ^)- (5- 53)
D 3 nc 3
(S ee  E q n s .  (5 .  23)  O X  ~ < u 2 >  a n d  ( 5. 19) r 2 = <  >  = ✓ 3 u 2 v
00 4 2 oo  X —^
E q n .  (5 .  53) i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t e n s o r  f o r c e s .  U s in g  th e  e x ­
p e r i m e n t a l  v a lu e  O- . = 2 . 7  in  t h i s  e q u a t i o n  we  f in d  r  = 1 . 4 4  f
d r m s
w h i c h  s u p p o r t s  H o f s t a d t e r ' s  v a lu e  of  1 . 4 0  f t a k i n g  a c c o u n t  of t h e  p r o t o n  
s i z e .
A P P E N D I X  A
S p in  M a t r i x  E l e m e n t *
We s h e l l  n o w  e v a l u a t e  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  f o r  a l p h a  p a r t i c l e '  D*
s t a t e  w h i c h  i s  c o n s t r u c t e d  in  a n  o p e r a t o r  f o r m  ( S e e  I r v i n g  (53)  ). T h e s e
2
r e s u l t s  a r e  u s e d  i n  C h a p t e r  V in  e v a l u a t i o n  of  ( V r  ) T h e s e  o p e r a t o r s
oo
a c t  on th e  s i n g l e t  s p i n  s t a t e  X .  , s o  t h a t  th e  p r o j e c t i o n  o p e r a t o r  of  t h e  
f o r m  S = ( 1 -  o*i . ( 1 -  o j .  cj :̂ ) / 1 6  m u s t  b e  i n t r o d u c e d  to  r e d u c e  t h e  s p i n
s u m m a t i o n s  to  t h e  t r a c e  of a n  o p e r a t o r .  C o n s i d e r  a n y  t w o  s t a t e  o p e r a t o r s  
Q j  a n d  Q£ i n v o l v i n g  t h e  s p i n  v e c t o r s  a n d  a c t i n g  on  a n y  t w o  s t a t e s  r e p r e ­
s e n t e d  b y  Q j X  a n d  "X. * If O i s  t h e  o p e r a t o r  f o r  th e  i n t e r a c t i o n ,  the  
s p i n  m a t r i x  e l e m e n t  ^ ( Q j X .  )* j O | ( Q £ ^  t h e n  g i v e n  b y
S p U r l , 2 , 3 , 4 Q l ° Q *S “ >
th e  s p u r  b e i n g  t a k e n  in  t h e  s p i n - s p a c e  of t h e  p a r t i c l e s  1 , 2 ,  3,  4 .  In o r d e r
t o  e v a l u a t e  t h e  s p u r s  of t h e  e x p r e s s i o n s  a r i s i n g  f r o m  v a r i o u s  m a t r i x
e l e m e n t s ,  we s h a l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t s  f o r  a n y  v e c t o r s  A ,  B ,  C ,  D:
( X )  ( a 2 , B ) = A .  B + i cr2. (A  x  B )
S p  ( ?  . A )  = 0
S p  ( r .  A)  (C2- .“S ) = 2(A. B)
S p  ( c r .  A)  ( a 2 . B )  { £ - .  C) = 2 i (A x  B).~C
S p  ( o 2 . A)  ( ( F . B )  = 2 [  ( A . 'S )  ( C . D L - (A. C)  ( b / d )
L + (A.~D) ( B . C ) l
( 2 )
We s h a l l  i l l u s t r a t e  t h e  m e t h o d  of e v a l u a t i n g  t h e s e  s p u r s  i n  a
c o u p l e  of c a s e s  a n d  w r i t e  th e  r e s u l t s  o f  t h e  r e s t .  We s h a l l  f i r s t  of a l l
<* ^  (1 5d1J  | 5d q) ^> *
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W r i t i n g  t h e  s p i n  v e c t o r s  Q j  a n d  Q 2  f r o m  E q n .  (5 .  12) a n d  u s i n g  
C q n .  (1 ) ,  th e  m a t r i x  e l e m e n t  r e d u c e s  t o  t h e  spur*.
S in c e  s p u r  of t e r m s  i n v o l v i n g  o n l y  one  0 3  v a n i s h e s  we s e e  t h a t  
o n l y  n in e  t e r m s  w h i c h  i n c l u d e  one  f r o m  th e  l a s t  p a r e n t h e s i s  do  n o t  v a n i s h .  
We s h a l l  e v a l u a t e  t h e m  on e  b y  on e  in  t h e  f o l l o w in g .
( i )  ( 9 / 1 6 )  Sp.  i ( 2 ( 3 i 4 (<^-"?, ) "? > ( o f ? x >
= ( 9 / 4 )  S p  x ( ^ f ^  ) ( 0 7 . ^ )  S p 3 *?!> = 9  ^  '
( i i )  ( 9 / 1 6 )  s P l  2  3 4 ( 0 7 . "? , )  < o 7 ? J
= ( 9 / 4 )  S P j ( o f  ?! ) ( 0 7 . ? . )  S p 3 ( ^ . “? J  <5“ . ? ,  ) = 9 (“S[ ' ? i )i
( i i i ) - ( 6 / 1 6 )  ( ^ - T j  S P i  2 , 3 , 4  ) ( S - H )  ( ?  o i )
= -  ( 6 / 4 )  ( ? ,  . " £ )  S p j  3 ( o f .  ? * )  ( 0 3  . Y j  ( o f  0 3 )
= - ( 6 / 2 )  (‘^ . ^ ) S p 3 ( 5 p  ?, )  ( 5 ^ . ? J  = - 6 ("?,."?J
( iv )  ( 9 / 1 6 )  S p 1( 2  3 4  & x \ )  > ( o f .  ?>) ( 5 ? . " ? J *  9 ( " ? , . ? ,  >**
(v)  (9 / l 6 ) S p 1 ( 2 , 3 , 4 ( ^ T . ? 1 ) ( ^ . ? l ) ( ^ r . ? i K ^ . ? , )  = 9 < £  <£
(v i )  - ( 6 / 1 6 )  ( " ? , / £ )  S p 2 2 . 3 , 4  (0 7 -Y j  ^ ■'?, = - 6
( v i i )  - ( 6 / 1 6 )  (?■.  V  S p l i 2 i 3 , 4  ( 0 7  ^ K ^ . " ? , )  ( ^ . “? t ) = - 6  ( ? ( .*?* f
( v i i i ) - ( 6 / l 6 ) ( " ? l . f l ) S p 1 , 2 , 3 , 4 ( o f . ? 3 ) ( C 7 . ^ ) ( a ; . ? l ) = - 6 ( ^ . ? J “
(tx) ( 4 / 1 6  ( ? , . ? * )  SPi  2 3 , 4  ( 0 7 . 0 3 ) ( ^ 7 - o f )
3 ( 0 7 - 0 3 ) ( ^ 7 - ^ s >  = 2  ( Y . Y j S p j C T ^  = 12 ( ? , - ? , /
C o m b i n i n g  a l l  t h e  r e s u l t s  we  g e t  in  a g r e e m e n t  w i t h  I r v i n g
| 5D' 7 ) =  18 6 ( ^ 7 ^
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It  i s  of c o u r s e  o b v i o u s  that ^ S ° l  ' S o ^  >■ A s  a  n e x t  s t e p ,  
we  s h a l l  e v a l u a t e  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  a n t* * how  h ow
o t h e r  s i m i l a r  m a t r i x  e l e m e n t s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  i t .  A g a i n ,  w r i t i n g  
t h e  s p i n  v e c t o r s  a n d  u s i n g  Eqn-: (1)  we f in d  t h a t  we h a v e  t o  e v a l u a t e  t h e  
s p u r  o f  t h e  f o l l o w in g  e x p r e s s i o n :
I  3 ( 0 ; . ? ,  ) (<^ .  ?*> + 3 ( a ; .  ? J  (O j .  <?,) -2(
| i  -  ( o f . o ^ )  - / i 6
In t h i s  s p u r ,  t h e r e  a r e  only s i x  n o n - v a n i s h i n g  t e r m s  w h i c h  a r e
e v a l u a t e d  b e l o w .
<i) - < 9 / l 6 r f 4 ) S p j  2>3 4  < 5 j - £ >  < 5 M > >  ( H  ? . )  ^
= -  < 9 / 8 r f 4 > S p j  ( O T . ^ )  < 3 f - V  S p , , 4 < % - ' v >  <5V ° * >
= - ( 9 / 2 )  < S p 4 < 5 ^ . " ^ )  ( ^ . ^ 1  =-  ? .< ?! -K - tL i f r -  r!*>
r |^- ^-1
( i i )  ( 3 / 1 6 )  S p 1 2  3 4 ( o^ . g^ )  ( o ^ . o ^ )
= ( 3 / 4 )  s p 3 ^
= ( 3 / 2 )  S p 4 {CT. ? , )  ( S £ . " ? J  = 3 (“? , . “?»)
(iii)  - ( 9 / 1 6 r  J4 ) S p j  2 , 3 , 4  (5^* < ^ - * ? J  <^V ^  ^
-  -*  < v  v  < 1 - w A f 4
( iv )  ( 3 / 1 6 )  S p 1 ( 2 ( 3 t 4  ( o ; . ^ )  ( o ^ >  = 3 < " ? , . £ )
(v) (6( ? r ^ ) / l 6 r i2J S P l , 2 , 3 , 4  K ' % >  ( 5 f - ^ ) * 1 2 ( ^ . ? J
( V i ) -  ( 2 / 1 6 )  ( ^ . " ^ )  S p 1 ( 2 | 3 i 4 ( O T . ^ )  ( 5 ;  Z5*. > ( 5 f  d ^ )  = - 1 2  ( ? \ “£ )  
Combining all the re su l t s ,  we get
< ‘s*o| s m | 5d ‘ ’ >  * - + 6<?; . 7 j
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It  i s  n o w  v e r y  e a s y  t o  c a l c u l a t e  t h e  m a t r i x  e l e m e n t  ^ * S 0 \ ^ 13!
We h a v e  s i m p l y  t o  s t u d y  t h e  e f f e c t  of r e p l a c i n g  3 b y  4  i n  th e  w a v e  f u n c t i o n .  
S u c h  a n  a l t e r a t i o n  c h a n g e s  t h e  s i g n  o f  l g Q a n d  5 q  . a n d  s i n c e  -Tr\j
t h e r e f o r e  ^ w i l l  a l s o  c h a n g e  s i g n .  T h u s  t h e r e  w i l l  b e  a n  o v e r a l l  c h a n g e  
o f  s i g n  i n  t h e  r i g h t  s i d e  of E q n ,  (3)  a n d  r ^  w i l l  be  r e p l a c e d  b y  
T h e r e f o r e
in  a g r e e m e n t  w i t h  I r v i n g ' s  A p p e n d i x  A ,  E q n .  (4)
S i m i l a r l y
< 1» . l  S23> * ^ >> - { -  18<r- t  - x l r̂ - > + ‘  < 
a n d  < l g j  S 2 4 | 1 18 - 6
< t f 0 l » M | s i £ > *  < » s‘o| » 3 4 | * iJ ‘ » > - 0
We s h a l l  i n  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e  t h e  r e s u l t s  of th e  r e s t  o f  t h e  s p i n  
m a t r i x  e l e m e n t s .
< » 3 > u l  - < ^ ’ | S 34|  5 ^ ) )  = - { l 8  + 30
= { 4 2  < 7  7a)1  - 18 72 ( 7 i - 7  > < ? , ? a > / r *
+  5 4  I
r t^ ^
^ D o ’ l S u | 5 3 o ’ >  = { 4 2  < 7  - 7 j  -  18 f a ?  -  72  ) < V * a >  <
+ 54 l ( ? | X  r l4 ) . h
Vu  ( r 1<v Y ) ( ^  S \ )
: 54 r  -
<\ 5 D 1) | s 2 3 1 ^ 42 ~ 72 %\  °  O /  rAj
i  3 ]
A P P E N D I X  B
The fo l lo w in g  in t e g r a ls  a p p e a r  in  the c a lc u la t io n s .
( ( l - u 2 ) 1 / 2 q 3du ^ 1 j  96  4 7 4 1 c 2 -1- 120c4 -1 2 c 6 .  315c( 1 +_2c2 }c
(1 + c u)7 720 1 (1 - c 2 ) 5 (1 - c z ) w / 2o
\
u ® ( l - u 2 )^ d u  231 c 3 + 159c^  + 4 5 c  + 5 le, , T c , k. — 1 — =---    *--------- {See a l s o  I r v i n g  53)
Jo (c  + u ) 1* 13860 c 6 (c + l ) 9
\
u 3{ l - u Z)2 d u  _ 2 1 c 3 + 1 9 c2 + 7c + 1
&
—i-------i-Tr—  = ---------------jr—— -----— ■—- (S e e  a l s o  I r v i n g  53)
(c  + u ) i0  504c  b(c  + l ) 7
( (1 - u 2 )3 u 5 du  s  3 0 0 3 c 4 4 9 6 3 0 c 3 + 4 7 1 0 c 2 + 350c  + 35 
'o ( c  + u ) 14 3 6 0 3 6 0  c 8 (c  + l ) 1^
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